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Resumen

La estimacion de pardmetros y estados en modelos estado — espacio definidos en la forma
de ecuaciones diferenciales estocésticas con efectos mixtos es un problema desafiante en la
comunidad estadistica desde el punto de vista frecuentista y Bayesiana. Dado que la
verosimilitud de los datos observados a partir de modelos de espacio — estado es intratable
en problemas précticos, los métodos pseudo — marginales representan una metodologia para
estimar pardmetros desconocidos y estados latentes en una ecuacion diferencial estocastica
(EDE) con efectos mixtos. Sin embargo, la implementacion de métodos pseudo — marginales
puede requerir simular trayectorias de EDEs, esto significa resolver una EDE analiticamente
para obtener la densidad de transicion. En la mayoria de los casos, las EDESs no tienen una
solucién explicita, por lo que es necesario utilizar métodos aproximados para la
discretizacién de las EDEs, como el esquema de Euler — Maruyama, los esquemas de puentes
de difusién y esquemas Monte Carlo. Comparamos la eficiencia de los métodos pseudo —
marginales en escenarios simulados y reales modelados por modelos de efectos mixtos
definidos por una ecuacidn diferencial estocastica (stochastic differential equation mixed —
effects models, SDEMEMS). Para la simulacién aproximada de las trayectorias del EDE,
consideramos tres esquemas de discretizacion: Euler — Maruyama, Puente de difusion

modificado y Puente de difusion residual.

Palabras claves: Algoritmo Metropolis — Hastings, Filtro de Particulas, modelo estado —

espacio, inferencia Bayesiana, efectos aleatorios.



Abstract

Parameter and state estimation in state space models, defined as stochastic differential
equations with mixed —effects, is a challenging problem in the statistical community from
a frequentist and Bayesian point of view. Since the observed data likelihood from the
state-space models is intractable in practical issues, pseudo-marginal methods represent
amethodology to estimale unknown parameters and latent states in stochastic differential
equations (SDE) with mixed - effects. However, the implementation of pseudo-marginal
methods may require the simulation of trajectories of SDE: this means solving an SDE
analytically to obtain the transition density. In most cases, SDEs do not have an explicit
solution. Therefore, it is necessary to use approximate methods for the discretization of
SDEs, such as Euler ~ Maruyama, diffusion bridge schemes, and Monte Carlo schemes.
We compare the efficiency of the pseudo-marginal methods in simulated and real
scenarios modeled by stochastic differential equation mixed -effect models (SDEMEMs).
For the approximate simulation of the paths of the SDE, we consider three discretization

schemes: Euler — Maruyama, Modified diffusion bridge, and Residual diffusion bridge.

Keywords: Metropolis — Hastings Algorithm, Particle Filter. state — space model,

Bayesian inference, random effects.

XXX



1 INTRODUCCION

Las Ecuaciones Diferenciales Estocasticas (EDES) son usadas para modelar sistemas
dinamicos complejos con respecto al tiempo y espacio. Las EDEs pueden ser consideradas
como una extension estocéastica de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDOs) que
permiten considerar las variaciones aleatorias alrededor de la dindmica promedio
especificada por las EDOs (Botha et al., 2021). Si se consideran M procesos estocasticos
correspondientes a un conjunto de m = 1,2, ..., M elementos o individuos, se puede definir
un modelo de efectos mixtos con M ecuaciones diferenciales estocésticas con funciones drift
y difusion comunes pero con parametros aleatorios que permiten diferencias entre los
procesos (Delattre, 2021). Algunos ejemplos de fendmenos dinamicos que pueden ser
modelados mediante EDEs con efectos mixtos son crecimiento de células cancerigenas
(Picchini y Forman, 2019), conteo del nimero de insectos (pulgon del algodon) (Whitaker
et al., 2017), procesos Ornstein-Uhlenbeck (Fadwa et al., 2020), entre otros. Desde el
enfoque de la Estadistica Bayesiana, el objetivo principal es estimar la distribucién de los
efectos aleatorios y los efectos fijos que son comunes a los M procesos. (Delattre, 2021).
Por lo general, los modelos de EDEs con efectos mixtos no tienen soluciones analiticas dado
que la verosimilitud suele ser intratable (Botha et al., 2021), lo que conlleva a plantear un
esquema de discretizacion de las EDEs y métodos de Monte Carlo por cadena de Markov
para obtener una estimacion de los parametros y estados de los modelos de efectos mixtos

(Wiquvist et al., 2021).

En el capitulo 1 se describiran el planteamiento del problema, el objetivo general y
los objetivos especificos. En el capitulo 2 se presentard el marco tedrico donde se resaltan
los modelos estado — espacio, modelos de ecuaciones diferenciales estocasticas con efectos

mixtos y filtros bayesianos. En el capitulo 3 se mostrard la metodologia empleada para



estimar los parametros desconocidos o los estados soluciones de una ecuacion diferencial
estocastica con efectos mixtos, entre los métodos empleados se encontraran los esquemas
de discretizacion para simular las trayectorias de una ecuacion diferencial estocéstica,
también se mostrardn métodos de Monte Carlo por cadena de Markov (muestreo de Gibbs,
algoritmo Metropolis — Hastings, MALA, algoritmo Hamiltoniano) y métodos pseudo —
marginales correlacionados. Mientras que en el capitulo 4 se mostraran algunos ejemplos de
ecuaciones diferenciales estocéasticas con efectos mixtos (modelo de crecimiento del arbol
de naranja y modelo bidimensional de Ornstein — Uhlenbeck). En el capitulo 5 se mostraran
los resultados de la aplicacion de los métodos pseudo — marginales para la estimacion
Bayesiana de los modelos de efectos mixtos. Finalmente, en el capitulo 6 se resumiran las

conclusiones.



1.1  Planteamiento del problema

Un proceso espacio estado consta de dos procesos: un proceso latente Markoviano
{X:}=0 € R™ donde X, es observado parcialmente y un proceso de observacion {Y;};so C
R™ donde Y; es una observacion del estado X, en el instante ¢t (Barragan et al., 2020), (Botha
et al., 2021). A partir de las observaciones Y; se pueden reconstruir los estados ocultos X,
en particular, consideraremos el problema de estimar los estados y los parametros de un
modelo de efectos mixtos definido por una ecuacion diferencial estocastica (EDE). Sea M
el nimero de individuos que forman parte del modelo de efectos mixtos, se puede definir la

siguiente ecuacion diferencial estocastica

donde u(+) es la funcion de drift y vv(-) es la funcion de difusion, {Wt(m)} . €S un proceso
t=

estandar de Wiener, también llamado proceso de movimiento Browniano. El vector ¢y
contiene los parametros comunes (o efectos fijos) de la ecuacion diferencial estocastica,
mientras que b es el vector de parametros especificos de cada individuo (o efectos

aleatorios), donde b™ ~ p(b(™|h) (Soto et al., 2019).

Si consideramos la siguiente ecuacion de observacion
A = g(x™) 4 el

obtenemos un proceso espacio estado, donde yt(m) € {Yt(m)} es un observacion con ruido del
individuo m en el instante t. Asumimos que el ruido de las observaciones es originado por

un proceso Gaussiano, e§m> ~ N(0,5?) (Soto y Infante, 2019).



Sea 6 = (o, ¢y, ) el vector de todos los parametros desconocidos en el modelo de

efectos mixtos definido por un ecuacion diferencial estocéstica, se plantea la siguiente

pregunta de investigacion:

¢Como estimar los estados ocultos y los parametros desconocidos de un modelo de efectos

mixtos definido por una ecuacion diferencial estocéstica?

1.2 Objetivos

1.2.1

1.2.2

Objetivo general

Estimar los estados y los parametros desconocidos de un modelo de efectos mixtos

definido por una ecuacion diferencial estocéstica.
Obijetivos especificos

Implementar el algoritmo numérico Euler — Maruyama en un modelo de efectos
mixtos.

Implementar el algoritmo numérico de Puente de difusién en un modelo de efectos
mixtos.

Implementar el algoritmo de particulas Monte Carlo por cadena de Markov en un
modelo de efectos mixtos.

Realizar simulaciones de los modelos de efectos mixtos definidos por EDE.
lustrar la metodologia propuesta usando datos reales.

Calcular medidas de bondad de ajuste para validar los modelos de efectos mixtos.



2 MARCO TEORICO

2.1 Proceso estocéstico
Definicion

Un proceso estocastico X, es una coleccion de variables aleatorias

Kidter = X(w):t €T, w € Q}

definido en un espacio probabilistico Q.
Definicion

Un proceso estocastico W, es llamado proceso de Wiener (o movimiento browniano)

si se cumplen las siguientes condiciones:

e El proceso empieza en el origen: W, = 0.

e W, tiene incrementos independientes y estacionarios.

e Vt>s >0, losincrementos AW = W, — W, son variables aleatorias con densidad
AW ~ N(AW;0,0%2A) conA =t — s.

e W, tiene una trayectoria continua pero no diferenciable.
2.2 Transformacion de variables aleatorias

Sea X una variable aleatoria restringida en el dominio I con densidad X ~ py(x) y

g:R — I una funcion invertible, esto es h(-) = g~1(-) existe, tal que Y = g(X), entonces

dh(y)

| (Gelman et al.,
dy

Y es una nueva variable aleatoria con densidad py(y) = pX(h(y)) |
2014).

Ejemplo. Transformacion de variables aleatorias

Sea X una variable aleatoria con distribucidén semi-normal con parametro o



Consideramos la siguiente transformacion y = g(x) = log(x), cuya inversa es

dh(y)
dy

1 |2 1 2
HN(y; o) E\/;exp <—§(eXGL2y)> exp(y)

g t(y) = h(y) = exp(y) y derivada = exp(y). Por lo tanto,

2.3 Modelo estado — espacio

Un modelo estado — espacio, también conocido como modelo de Markov oculto, es
un tipo de modelos probabilisticos que consiste de dos procesos: estados latentes u ocultos
{x;:t=0,1,2,...} y observaciones {y;:t =1,2,...}. Un modelo estado — espacio se
caracteriza por cumplir dos propiedad: 1) las variables latentes satisfacen la propiedad de
Markov, esto es, el estado latente x; s6lo depende del estado previo x,_; del proceso
Markoviano de primer orden, asi p(x;|X1.c—1, V1.t—1) = P(x¢|x:—1), Y 2) las observaciones
son condicionalmente independientes, esto es, la observacién actual y, dado el estado actual

x; es condicionalmente del registro de observaciones y estados previos, asi
P(Vel X1t Y1:e-1) = p(e, x¢) (Sarkka, 2013).

En la Figura 1, se muestra una representacion grafica de un modelo espacio estado
con los estados latentes o desconocidos (arriba) y las observaciones de estos estados (abajo),
sin un control exdgeno. También se observa que flechas horizontales representan la

probabilidad p(x.|x;_,) de transicion de un estado previo x,_, a un estado actual x,



también se pueden apreciar las flechas verticales que indican que las observaciones son

condicionalmente independientes dado el estado actual, esto es, p(y;|x;).

Figura 1. Representacion grafica de la estructura de un modelo espacio estado (Dahlin y

Schon, 2019).

Asumimos que los estados y las observaciones son reales, esto es, x, € R™* y y, €
R™. El estado inicial x, sigue una distribucién de acuerdo a la densidad u(x,|0)
parametrizada por algunos parametros estaticos desconocidos 8 € ® c RP (Dahlin'y Schon,
2019). Los estados x; y las observaciones y; son descritas por las densidades f (x;|x;_1,0)
y g(v:|Xt, ©), respectivamente. Esto quiere decir que la densidad f (x;|x;—,8), que describe
el proceso de los estados, proporciona la probabilidad del préximo estado x; dado el anterior
estado x,_,. De forma analoga se puede interpretar la densidad de las observaciones
9e|xe,8) (Dahlin y Schon, 2019). En un enfoque Bayesiano, la forma de estimar los
parametros 6 es considerando una densidad a priori de los parametros p(6) y tratarlos como
variables aleatorias adicionales en el modelo (Sarkka, 2013). Con esta notacion, se puede

definir un modelo probabilistico no lineal espacio estado como sigue

0 ~ p(6)
Xo|0 ~ u(x0|6)
Xelxe—1 ~  f(xe|xe—1,6)

Velxe ~  g¢elxe, 6)



donde u(x,|0) es una densidad de inicializacion, f(x;|x._1,0) es la densidad de transicion

de los estados latentes y g(y;|x;, 8) es la densidad de observacion para.

Ejemplo. Caminata aleatoria Gaussiana.
Un ejemplo de un proceso Markoviano es una caminata aleatoria Gaussiana que esta

definida por

Xt = Xee1tqe-1 o, Q-1 ~ N(Qt—1}0,5§)
Ve = X+ 1 , Tt ~ N(rt;O,sf)

En términos de las densidades de probabilidad, el modelo puede ser escrito como

p(xe|xe—q) = N(xt;xt—l'sa%)

1 1 5
= \/FS,% €xp (_ ﬁ (e — x¢—1) )
p(elx) = N(ye; Xz, 55)
1 1
= exp (‘ﬁ()’t _xt)z)

\2mss

En la Figura 2, se muestra una simulacion de los estados y observaciones de una

caminata aleatoria Gaussiana unidimensional con parametros s, = 0.1y s, = 1y estado

inicial x, = 0.



Figura 2. Simulacion de los estados y observaciones de una caminata aleatoria Gaussiana.
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La inferencia Bayesiana de parametros en modelos espacio estado tiene como
principal objetivo obtener una estimacion de los parametros 6 dadas las observaciones
Y11 = {V1, V2, ..., yr} mediante el célculo de la densidad a posteriori de los parametros, esto

es posible mediante la regla de Bayes

pPO1rl®p®)  _ v(6)
f@p(Y1:T|9')P(9')d9' Z@

p(Oly..r) =

donde p(6) y p(y1.7|0) representan la densidad a priori y la verosimilitud (o densidad de
los datos), respectivamente. La densidad a posteriori no normalizada denotada por y(6) =
p(v1.r|6)p(0) es un componente importante de los métodos de particulas Metropolis-
Hastings. El denominador Z, = fep(yl:ﬂe’)p(e’)de' es conocido como la verosimilitud
marginal o evidencia del modelo (Dahlin y Schon, 2019). Dado que la verosimilitud

marginal suele ser intratable, los métodos de inferencia Bayesianos se concentran en la
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densidad a posteriori no normalizada y(8). Entre los métodos Bayesianos de estimacion de
pardmetros, se encuentran los métodos de Monte Carlo por cadena de Markov, que se
caracterizan por el muestreo de la densidad a posteriori no normalizada, p(6|y;.7) <

p(y1.710)p(6) (Botha et al., 2021).

Definicion. Logaritmo de la verosimilitud
Sea p(y,.r|6) la funcion verosimilitud, entonces definimos el logaritmo de la

verosimilitud como £(0) = logp(y,.716).

El logaritmo de la verosimilitud es muy usado en problemas de optimizacion, por
ejemplo, en problemas de verosimilitud méxima donde se usa el hecho de que la funcién
logaritmo es una funcidn estrictamente creciente, otra ventaja para emplear el logaritmo de
la verosimilitud es que permite simplificar los célculos cuando se usan modelos
exponenciales, por ejemplo, modelos Gaussianos (ya que logexp(b) = b). Otra razén
importante para definir el logaritmo de la verosimilitud es que permite disefiar algoritmos

computacionalmente estables (Schén y Lindsten, 2017).
2.4  Estimacion Bayesiana de los parametros en modelos espacio estado

Dado que 8 € © es el vector de parametros desconocidos en un modelo espacio
estado, la Estadistica Bayesiana procede a considerar una densidad a priori de 6 que describa

la naturaleza estocastica de los parametros, asi, 8 ~ p(8).

Mediante la regla de Bayes, la densidad a posteriori completa de los estados latentes

y los parametros puede ser expresada como sigue
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p(Xo.r, 0, y1:1)

P (V1)
pV1.rlxo.7, )P (X0:7, 6)
p(Y1.r)
p(Y1.71%0:7, )0 (X0:7|10)P(0)
p(Y1.r)
< p(yrrlxo.r, 0)p(x0.r|6)p(0)

¥ (Xo.1, 01y1.7)

p(xor,0lyrr) =

donde p(x,.7, 0, y1.7) €s conocida como el modelo probabilistico completo y y (xq.7, €| V1.7)
es llamada la densidad a posteriori conjunta no normalizada. Esta densidad se puede
factorizar en la densidad de los datos p(y;.7|xo.7»8) Y en la densidad a priori de los estados

latentes y los parametros p(xq.7, 6) = p(xo.r|0)p(8) (Schon y Lindsten, 2017).

Mediante probabilidades condicionadas y la propiedad de observaciones

condicionalmente independientes podemos factorizar la densidad de los datos como sigue

pirlxor,0) = pOrlyir-1 %01 OpYir-1l%01,6)
prlxr, O)p(Yir-1lx0.7-1,6)

| T
= Hg(ytlxt, )
t=1

donde g(y¢|x:, 8) es la densidad de observacion asociada al modelo espacio estado.

Ahora usando la densidad de transicion de los estados latentes f(x:|x;_,,0) Yy la

propiedad Markov podemos factorizar p(xq.7|0)

p(xorl0) = pxrixer-1)p(Xo.r-1160)
= plxrlxr_)p(xor-110)

1(xo10) ﬂf(xtlxt—lf )

Ejemplo. Representacion gréafica de un modelo espacio estado
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A continuacion, consideramos la densidad conjunta de los estados latentes y las

observaciones de un modelo espacio estado
p(xo., y1.7|0) = p(Y1rlxo:r, )P (X0:716)

T T
(1_[ 9elxe, 9)) (H(xo|9) nf(xtlxt—li 9))
t=1 t=1

T
= ol ] [reulrn, 0 g0elx.0)
t=1

En la Figura 3, se muestra la representacion grafica de un modelo espacio estado en
donde cada variable aleatoria (X; 0 Y;) esta representada como un nodo. Los nodos en color
blanco corresponden a los estados latentes, esto es, no observados, y los nodos en color gris
indican que las variables son observadas. Las relaciones probabilisticas entre las variables
aleatorias estan representadas mediante flechas. Cada flecha corresponde a uno de los
factores de la descomposicion de la densidad conjunta p(xo.:, v1.:|8) (Schén y Lindsten,

2017).

Figura 3. Representacion grafica de un modelo espacio estado (Schon y Lindsten, 2017).

X5

?

Y, Ys Y3 Yy

A partir de la factorizaciones anteriores y acomodando términos, la densidad a
posteriori no normalizada de los estados latentes y pardmetros y(x.., €]y1.t) Se puede

escribir como
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Y(Xo.r, Olyrr) = pY1.rlxo.r, 6)p(x0.710)0(6)

T
pOuCxol®) | [ £Crelxes, g el 0)
t=1

Continuando con la Inferencia Bayesiana de los parametros 6, se tiene que la
densidad a posteriori no normalizada de los parametros se escribe como y(8) =

p(y1.7|0)p(68). Usando marginalizacion en la densidad conjunta p (x,.7, y1.7|0) se sigue que
p(y1.r|6) = fp(xO:Tﬂyl:Tle)de:T
X

Asi, la verosimilitud p(y,.r|0) se puede interpretar como un promedio de la densidad
conjunta de los estados y observaciones p(x,.r, y1.7|6) sobre todas las posibles trayectorias

de los estados xq.; = {xg, X1, ..., X7} (Schon y Lindsten, 2017).

Luego, usando las factorizaciones anteriores y acomodando los términos, se tiene

que la densidad no normalizada y(8) se puede escribir como

y(@) = p(y1.r|0)p(6)
= P(H)fp(xo:T,h:TW)dxo:T

p®) | uCxolo) [ [ ratis,0) g0vbxe O
t=1

Sin embargo, la integral anterior que surge de la verosimilitud no suele tener una
solucion analitica, salvo en algunos modelos lineales y con densidades Gaussianas (Doucet
y Johansen, 2009). Adicionalmente, en algunos modelos las EDEs no suelen tener

soluciones analiticas, esto es, densidades de transicion intratables (Botha et al., 2021).
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2.5 Ecuaciones diferenciales estocasticas (EDES)

Un proceso de Itd unidimensional es un proceso estocastico {X;}:», que satisface la

siguiente ecuacion

t t
X =X, +f u(X,, u)du +f Vv (X, u)dW,
0

0

t . - . .
donde W, = fo dW,, es un proceso de Wiener unidimensional estandar y X, = x, €s la

condicion inicial en t = 0. Mientras que funciones u y v/v son la funcion drift y funcion de

difusion, respectivamente (dksendal, 2000).

Dado un proceso de Itd {X;}:so, la forma general para una ecuacion diferencial

estocastica (EDE) que describe el proceso {X;};so €S

dXt = #(Xt, t)dt + \/E(Xt, t)th
XO =Xy

Ejemplo. Proceso Ornstein-Uhlenbeck unidimensional
A continuacién, un proceso de Ornstein-Uhlenbeck (OU) unidimensional satisface

la siguiente EDE

donde B > 0 es la tasa de crecimiento, esto es, un indicador de la reaccion del sistema frente
a perturbaciones, a € R es el promedio estacionario para el proceso X; y o es el coeficiente

de difusién del proceso OU (Wigqvist et al., 2021).

En la Figura 4 se muestra una simulacion de un proceso OU unidimensional con

parametros f = 3, @« = 1, ¢ = 1.5 y condicion inicial x, = 0.5.
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Figura 4. Simulacion de un proceso OU unidimensional.
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2.6 Modelos de EDEs con efectos mixtos

Las EDEs pueden ser extendidas para considerar la variabilidad intersubjetiva e
intrasubjetiva de m = 1, ..., M elementos o individuos, esto permite definir una EDE con
efectos mixtos como sigue

dx{™ = u(XT, ¢, b, t)dt +Vo(X™, by, b, t)dW, ™
X (¢x,b) = x,
donde Wt(m) es un proceso de Wiener estandar e independiente, ¢y son los parametros fijos
0 comunes para los M individuos del modelo, también llamados efectos fijos y mientras que
b(™ son los parametros individuales o especificos a cada individuo m = 1, ..., M. Desde el

enfoque Bayesiano de la Estadistica Inferencial, los parametros b son considerados como

variables aleatorias (efectos aleatorios) y ademas se asume que la densidad de los parametros
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b(™ esta parametrizada por los hiperparametros o efectos poblacionales i, esto es, h(™ ~

p(b™[y) (Wiqvist et al., 2021).

Ejemplo. Proceso OU modelado por una EDE con efectos mixtos
A continuacion, consideramos una EDE con efectos mixtos que modela un proceso

OU unidimensional.
dx{™ = pew(am — x™)dt + o™, m=1,..,M

donde 8™, a(™ y (™) son los efectos aleatorios. En la literatura se asume que los efectos

aleatorios son estrictamente positivos por lo que se consideran sus versiones logaritmica,
esto es, d\™ =1logB™, ¢ =loga™ y $™ =loga™, asi se tiene b(™ =
( m pm, g"”) (Wiqvist et al., 2021). Estos parametros se distribuyen de acuerdo a las

siguientes densidades
o ~ N0y ), J =123

donde Y = (uq, T4, Uz, T, U3, T3) SON l0s hiperpardmetros del modelo de efectos mixtos con

i (m)
7; como la precision de ¢

En la Figura 5 se muestra una simulacion de un proceso OU con efectos mixtos (M =

40), las trayectorias de los procesos estocasticos Xgm) estan en color azul, la trayectoria
promedio de los procesos estocasticos aparece en color verde y los cuantiles estan en color

rojo. Los pardmetros usados para la simulacion son y = (—0.7, —0.9, 10, 2.3, 4, 4) y

condicion inicial x((,m) = 0 param = 1, ...,40.
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Figura 5. Proceso OU modelado por una EDE con efectos mixtos con M = 40.
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Se asume que cada uno de los estados {Xt(m)} no puede ser observado
t=0

directamente, sino mediante observaciones con ruido Yt(m) = (Yl(m), Yz(m), Yt(:)), donde

yt(;") representa las observaciones en el tiempo t,, es el nUmero de observaciones para el

individuo m. También, se asume que las observaciones son condicionalmente independiente
dado los estados latentes. Sea F una matriz constante , definimos un modelo espacio estado

como sigue

Yt(m) = FXLSm) + Etl etlz ~ N(et; 0' Z)
b ~ p(b™ )

De este modo es posible definir el vector de pardmetros desconocidos a estimar 6 =

(¢X' l,l), Z)
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2.7 Filtros Bayesianos

Volvamos a considerar el problema de aproximar la densidad a posteriori
p(0|yi.r) < p(y..r|60)p(6). Dado que la densidad a priori puede ser seleccionada tal que
sea fécil de evaluar, usualmente la dificultad se produce en evaluar la verosimilitud de los
datos p(y,.r|80). A continuacion, factorizamos la verosimilitud mediante el uso de las

probabilidades condicionales varias veces como sigue

p(yirl®) = p(Vir-1,Y710)
= prlyir-1,)pY17-110)

T
1_[ PVelyie-1,0)
t=1

donde p(y11y1.0,6) = p(y1]6) es una inicializacion. Esta factorizacion de p(y;.r|6) es

conocida como descomposicion del error de prediccion (Sarkkd, 2013). Cada uno de los
factores p(y:|y1..—1,0) se llama verosimilitud predictiva y se pueden calcular

recursivamente como

PVely1:e-1,60) = Jp(ytlxtr Op(xe|y1.e—1,0)dx;
X

donde p(y;|x;:, 60) = g(y:|x:, 0) es la densidad de observacién del modelo espacio estado y
p(x:|y1..—1,0) €s la densidad predictiva de los estados, esta Gltima puede ser calculada

usando las ecuaciones recursivas de filtrado Bayesianas como sigue

e Primero, inicializar con la densidad inicial u(x,)
e Paracadapasot=1,2,..,T hacer
o Paso de prediccion. La densidad predictiva de los estados x; puede ser

calculada con la ecuacion de Chapman — Kolmogorov
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p(x¢|y1.4-1,0) = fp(xtlxt—l' O (xe—1|y1:6-1,0)dxr_4
X

donde p(x;|x;—1,0) = f(x¢|x:—1,0) es ladensidad de transicion de los estados.

o Paso de actualizacién de las observaciones. Dada la observacién y, en el
tiempo t, calcular la densidad a posteriori de los estados p(x;|y;.:, 8) usando la regla
de Bayes como sigue

PVelxe, O)p(xe|Vie-1) _ I Welxe, Op(xe|y1.e-1)
PVely1:t-1,6) PVely1:e-1,6)

p(xtlyl:tl 9) =

2.8 Métodos de Monte Carlo

Para motivar los métodos de Monte Carlo, vamos a considerar dos problemas muy

comunes en Estadistica Bayesiana: Valor esperado y marginalizacion.

1. Valor esperado
Sea X una variable aleatoria que se distribuye de acuerdo a py(x), esto es, X ~
px(x), y g una funcion de interés, también llamada funcién de prueba, entonces el valor

esperado de g(X) es

E[g(X)] = f 900 px () dx

El valor esperado permite calcular estimadores puntuales, por ejemplo, un estimador
puntual de los estados X; (o parametros 8) dadas T observaciones y;.r = {¥1, V2, -, ¥},

esto es,

E[X¢ly1r] = fxtp(xtlyl:T)dxt (0 E[0]yy.r] =f9p(9|y1:7~)d9)

2. Marginalizacion
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Sean X y Y dos variables aleatorias con densidad conjunta p(x,y), entonces la

densidad marginal de X (o Y) se puede calcular como

px(x) = f p(x,y)dy (0 py(y) = f p(x, y)dx)

La marginalizacion puede interpretarse como un promedio de la densidad conjunta
sobre X (0 Y). Un ejemplo de marginalizacion surge en los modelos probabilisticos espacio

estado cuando se calcula la verosimilitud marginal p(y;.r)

pYir) = f p(y1.r|0)p(6)do

La idea principal del método de Monte Carlo se basa en considerar una variable
aleatoria X junto con su respectiva densidad py (x), que suele ser llamada densidad objetivo,
asi x ~ px(x), y aproximar la integral del valor esperado de alguna funcion de prueba g,

que sera denotada como I
10) = Bylg )] = [ 9CpxCIdx

Supongamos que podemos generar muestras independientes {x"}zv_l distribuidas de

acuerdo a py(x). A partir de estas muestras, aproximamos la integral I por el promedio

muestral I (g), que es conocido como estimador de Monte Carlo (Schon y Lindsten, 2017).

N
1 L
I(g) ~ Nz g(x") =1"(g)

Entre las principales propiedades del estimador de Monte Carlo se tiene que es un
estimador insesgado, esto es, E[IV (g)] = I(g) (Luengo et al., 2020). Segundo, la ley de los
grandes numeros implica convergencia casi segura al valor esperado verdadero (Schon y

Lindsten, 2017).
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™M(g) - 1(g), N-oo
En el Algoritmo 1, se muestra el pseudocddigo del algoritmo de Monte Carlo.
Algoritmo 1. Algoritmo Monte Carlo

Entrada: Numero de muestras N y densidad py (x).
Salida: Aproximacion IV (g).

1. Generar muestras x‘ ~ py (x)

2. Aproximar la integral I(g) por

N

1 .

M) =2 g(x)
i=1

2.9 Muestreo por rechazo

Un inconveniente con los métodos de Monte Carlo que suele ocurrir en situaciones
practicas es que la densidad objetivo py (x) no es conocida, sino hasta una proporcionalidad,
esto es, py(x) = p(x)/ Z, donde p(x) es una densidad simple de evaluar y Z es una
constante de normalizacion independiente de x que es desconocida. EI método de muestreo
por rechazo, también llamado muestreo por aceptacion — rechazo, permite generar muestras
de px(x), a partir de una densidad de propuesta simple q(x) (Luengo et al., 2020). La idea
basica detras del muestreo por rechazo consiste en la generacion de muestras a partir de la

densidad de propuesta, esto es, x! ~ g(x) y aceptarlas con probabilidad

donde C es una constante tal que Cq(x) es una funcion de envoltura para p(x), esto significa
que p(x) < Cq(x), para Vx. En el Algoritmo 2, se resume la generacion de N muestras de

la densidad objetivo usando el método de muestreo por rechazo.
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Ejemplo. Muestreo de la densidad a posteriori no normalizada

En muchos casos practicos no es posible generar muestras de la densidad a posteriori
p(0|y..t) = y(0)/Zy directamente. En estos casos, es posible evaluar la densidad no
normalizada y(60) (densidad objetivo), por lo que el método de muestreo por rechazo es
aplicable si consideramos una densidad de propuesta, g(68), de donde generar muestras, esto

es, 6 ~ q(6).

Algoritmo 2. Muestreo por rechazo
Entrada: Densidad de propuesta q(x), densidad no normalizada p(x), niUmero de muestras

N y una constante C tal que p(x) < Cq(x), Vx.
Salida: Muestras {x1, x?, ..., x"V} de la densidad objetivo py (x)

1. Paran = 1 hasta N hacer

2. No_encontrado < Verdadero

3. Mientras no_encontrado hacer

4, Generar una muestra ¥ ~ q(x)

5. Generar una muestra u ~ U[0,1] # Distribucion uniforme
6. Siu < p(x)/Cq(x) entonces

7. xt =%

8. No_encontrado « Falso

Si bien el método de muestreo por rechazo presenta una estructura facil de
programar, no obstante, presenta algunos inconvenientes al momento de implementarlo en

problemas préacticos (Luengo et al., 2020).

1) Dificultad para encontrar la constante C, especialmente para problemas con alta

dimensionalidad.
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2) EIl método de muestreo por rechazo puede ser ineficiente si la razon p(x)/Cq(x) es
muy pequefia.

3) El namero de iteraciones en el lazo Mientras ... hacer necesario para generar N
muestras, T, es una variable aleatoria con valor esperado E[T] = N/p4(-) donde
pa(:) es la probabilidad de aceptacion. Por lo tanto, el nimero de iteraciones T
requerido para generar las N muestras no es conocido, esto suele ser un

inconveniente en muchas aplicaciones.
2.9.1 Muestreo por importancia (MlI)

Ademés del método de muestreo por rechazo, existe otro método de muestreo
Ilamado método de muestreo por importancia (MI). Este se caracteriza por generar mestras
de una densidad de propuesta x ~ q(x) (también llamada densidad de importancia), pero a
diferencia del método de muestreo de rechazo que descarta algunos valores simulados, todas
las muestras son usadas. Las muestras generadas por el método de muestreo por importancia
son asignadas con pesos individuales dependiendo de que tan bien se ajustan a la densidad

objetivo (Schon y Lindsten, 2017).

A continuacion, veremos la derivacion del método de muestreo por importancia. Sea
X' ~ q(x) una variable aleatoria distribuida de acuerdo a la densidad de importancia g (x).

Entonces, la integral I(g) = E,[g(X)] se puede escribir como

E,[g(X)] = jﬁwmwm

Px (x)
[ s awx
- fmwmwﬂmm
X
= E [g(X)o®")]
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donde w(x) = px(x)/q(x) es conocida como la funcién de peso y donde hemos asumido
que q(x) > 0 para Vx donde px(x) > 0. Asi hemos escrito el valor esperado de g(x) como
el valor esperado de la variable X' mapeada a través de otra funcion. Esto permite un camino
factible para aproximar E,[g(X)] (Schén y Lindsten, 2017). Por construccion, se puede
generar muestras de g(x) por lo tanto un estimador Monte Carlo para E,[g(X)w(X')] se

consigue obteniendo N muestras de q(x), esto es, x* ~ q(x), i =1,..,Ny

_ I~
M) =5 ) o(x)g(x?)

Sin embargo, la densidad objetivo py (x) no es conocida sino hasta una constante de
normalizacion Z, usualmente desconocida. Esto nos lleva a considerar la siguiente
derivacion

I(g) = Eplg ()]

= fg(x)gdx

1 ]

- ;[T S ata
1

- Efgwnm@quyu

1
= SE@ew]

donde w(x) = p(x)/q(x). Si consideramos las muestras de importancia x ~ q(x), i =
1, ..., N,y definimos w’ = w(x*), podemos construir un estimador del método de muestreo

por importancia como

N
1 . .
17131’1(9) = ﬁz ng(xl)
i=1
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Notamos que w' es una variable aleatoria ya que es el resultado de la transformacion

de otra variable aleatoria.

A continuacion, vamos a considerar una aproximacion de la constante Z para lo cual

usamos la densidad de importancia como sigue

7 = fxﬁ(x)dx = ng—gq(x)dx = fxwiq(x)dx ~ %iwi

Por lo tanto, el estimador del método de muestreo por importancia se puede escribir

como

1 P (i N
— _Zivz ng(xl . .
In(g) = N 1 - ) ) = zwlg(xl)

donde w' =w'/ ¥}, w’ representa un peso normalizado.

En el estimador del método de muestro por importancia, todas las muestras generadas
x* son ponderadas por los pesos w'. Estos pesos permiten cuantificar la discrepancia entre

la densidad de importancia y la densidad objetivo (Schon y Lindsten, 2017).

En el Algoritmo 3, se muestra el pseudocodigo del método de muestreo por

importancia.

Algoritmo 3. Muestreo por importancia.
Entrada: Densidad de propuesta g (x), densidad no normalizada $(x), nimero de muestras

N

N .

Salida: Muestras {x'} __ ]

. — i N
unto con los pesos normalizados {w'}_ .

1. Generar muestras de x! ~ g(x), Vi = 1,...,N.
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2. Calcular los pesos de x! como

;P

w =m, vi=1,..,N
3. Normalizar los pesos
. Wi
w‘=m, vi=1,..,N

2.9.2 Evaluacion numeérica estable de los pesos

Para evitar imprecisiones numéricas o errores de ejecucion debidos a divisiones para
cero durante la normalizacién de los pesos, debidas a pesos muy pequefios, conviene

considerar el logaritmo de los pesos logw' (Schén y Lindsten, 2017).

Asumamos que logw'® es el logaritmo del peso w' para i = 1,...,N. Luego, se

calcula el maximo de los logaritmos de los pesos
m = max {logw!
[, {logw!)

y luego sustraer m de todos los logaritmos de los pesos logw' = logw! —m para i =

1, ..., N. A continuacién, normalizamos los logaritmos de los pesos como sigue

- exp(logw*)
j=1exp(logw/)

exp(log wt — m)
Y}, exp(logw! —m)
exp(logw') exp(—m)

¥, exp(logw?) exp(—m)
exp(—m) exp(log w')
exp(—m) X, exp(logw?)
exp(log Wi)
Y}, exp(logw?)

= wt
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Observamos que la substraccion del méximo de los logaritmos de los pesos no afecta

el peso relativo de los pesos normalizados w'.

Adicionalmente, los logaritmos de los pesos normalizados se pueden escribir como

N
logw' = logw' — logz exp(logw/)
=1

donde el logaritmo del segundo término esta bien definido ya que la suma tiene una cota

inferior en 1.

Ademas, el calculo del logaritmo de la constante de normalizacion para p(x), es
decir, log Z se puede calcular usando el logaritmos como sigue

N

N
1 . P
logZ = log (Nz w‘) = logz exp(logw') + m —log N
i=1

=1

2.9.3 Método de muestreo por importancia secuencial para un modelo espacio estado

Ahora, consideramos el problema de aproximar las ecuaciones de filtrado de un
modelo espacio estado mediante el método de muestreo por importancia. La solucién a este
problema es el algoritmo de muestreo por importancia secuencial. Para derivar este método,

fijamos los parametros 8 y consideramos la densidad de filtrado, parat =1, ...,T

p(Xo.t|y1:e) P (Y1.¢1%0:0)P (Xo:t)
= P(Ve Y1:e-11%0: )P (X0:¢)
= PVel V1o X0: )P V1:e—11%0: )P (X0:¢)
P(Velx)p(Xo.e|Y1:e-1)
PVelxe)p(xe, Xo:t-11Y1:6-1)
Pelx)p (el xo:e-15 Y1:e-1)P (Ko:ie-11V1:6-1)
= Pelx)p (x| xe— )P (Xo:t-11Y1:6-1)

R



28

Si consideramos una densidad de importancia tal que x5., ~ q(xo.¢|v1.), para Vi =

1, ..., N podemos escribir los pesos de importancia como

Dl o p(velx)p(xflxt1)p(xbie—11Y1:6-1)

: , Vi=1,..,N
‘ Q(x(l):tbﬁ:t)

Tomando una densidad de importancia para los estados x, que se pueda factorizar

como sigue

q(Xo:ely1:6) = q(xe|X0:6—1, ¥1:)q (X0 —11V1:6-1)

Entonces, la expresion de los pesos se puede reescribir como

P(yt|xti)l7(xti|xti—1)p(x6:t—1|y1:t—1)
Q(xé:t|J’1:t)

p(yt|x£)p(xti|xti—1) ) p(x(i):t—llylzt—l)

Q(xti|x(i):t—1:3’1:t) q(x(i):t—llyl:t—l)’

Si asumimos que hemos generados una muestra x;.,_, de la densidad de importancia
q(xb.c11¥i.c—1) y calculado los correspondientes pesos w{_;, entonces podemos obtener
las muestras x{,, generadas de la densidad de importancia q(x§..|yi..) mediante la

actualizacion de nuevas muestras para el paso t, esto es, xf ~ q(x;|%g.t—1, V1.c). LOS pesos

del paso previo t — 1, se pueden expresar como

i p(x(g:t—llyl:t—l)
ot Q(x(s:t—llyl:t—l)

Por lo que los pesos satisfacen la recursién

i o PUdx)p(xtlxi )

‘ Q(xﬂx(i):t—l'}ﬁ:t) ot
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Algoritmo 4. Muestreo por importancia secuencial
Entrada: Observaciones y,.; = {y1,¥2, ..., yr}, densidad de propuesta q(x:|x;—1,Y1.t),

densidad de observacion p(y;|x;), densidad de transicion p(x;|x;_,), nimero de particulas
N, estados iniciales {xé}il (estos estados pueden ser inicializados a partir de una densidad

inicial x5 ~ p(x))

. N . . —_iyN
Salida: Muestras {x;} __ junto con los pesos normalizados {w¢} _ ..

=

Inicializar x = x§, wi = p(yy|x}) ywi = 1/N,vi=1,..,N
2. Parat = 2 hasta T hacer

3. Generar muestras de la densidad de importancia
i~ q(xt|xt vi=1,..,N
Xt A\ Xt [Xe-1,Y1:t ) l )y
4. Calcular los pesos de x} como

ol < i p(yelxb)p(xf]xi_,)

= — vi=1,..,N
t t—1 ) ) )
q(xtlxt-1 1)
5. Normalizar los pesos
_ wi

tl = -, Vi = 1, . ,N
Now/
j=1""t

2.9.4 Proceso de remuestreo

Un problema en los algoritmos de muestreo por importancia secuencial es que puede
suceder que las particulas tengan un peso de cero o cercano a cero. Este problema es
conocido en la literatura de los filtros de particulas como problema de degeneracion. Una
solucion para este problema de degeneracion es el proceso de remuestreo. El remuestreo

consiste en generar N muestras de la distribucion discreta definida por los pesos y
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reemplazar el conjunto antiguo de N muestras por el conjunto de muestras nuevas. En
resumen, el proceso de remuestreo remueve particulas con pesos bajos y multiplica las

particulas con pesos altos (Sarkka, 2013).

Algoritmo 5. Remuestreo

. . . i—antiguas N :
Entrada: Conjunto de partlculas antiguas {Xt }i=1 y Sus respectivos pesos
. — [—antiguos N
normalizados {w, |
=1

. . , P N .
Salida: Conjunto de particulas nuevas (remuestreadas) {xé ““e"as}i_l y Sus respectivos

. i N
pesos normalizados {w; ““evos}i_l.

— i—antiguos

1. Interpretar cada uno de los pesos w, como la probabilidad de obtener el

. . . , i anti N
indice i en el conjunto de particulas {x, ™""#**"} _ .

2. Generar un nuevo conjunto de N particulas de la distribucion discreta definida por
: N . .
los pesos, esto es, {x,@‘m‘ev""s}i=1 y reemplazar el conjunto de muestras antiguas con

el conjunto de muestras nuevas.

3. lgualar todos los pesos al valor constante w} "u€"°s = 1/N.

En general, el proceso de remuestreo puede ser aplicado dentro de un muestreo por
importancia secuencial. Sin embargo, el paso de remuestreo puede ser una fuente adicional
de varianza. Si las particulas tienen pesos no normalizados con baja varianza, entonces el
paso de remuestreo puede ser innecesario. Por lo tanto, en casos practicos es conveniente
aplicar el paso de remuestreo sélo cuando la varianza de los pesos no normalizados es

superior a un umbral pre establecido (Doucet y Johansen, 2009). Esto tltimo es posible de
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evaluar observando la variabilidad de los pesos no normalizados mediante el nimero de

muestra efectivo dado por

1

Nefectivo = 2
N —
i1 (Wt,}

donde w} es el peso normalizado de la particula i en el tiempo t. El paso de remuestreo se
aplica cuando el niumero de muestra efectivo es significativamente menor al nimero total de
particulas N, por ejemplo, Ngfeciive < N/2 (Doucet y Johansen, 2009) 0 Nefective < N/10

(Sarkka, 2013).
2.10 Filtros de particulas

Los filtros de particulas, también llamados métodos de Monte Carlo secuencial, son
métodos de Monte Carlo que permiten aproximar la solucion del problema de filtrado no
lineal, donde la exactitud de la aproximacion esta sélo limitada por la capacidad
computacional. Adicionalmente, los filtros de particulas permiten calcular una estimacion
insesgada de la verosimilitud marginal p(y,.r|6), a partir de un sistema de particulas

ponderadas.

T

T
p(y1.r|0) = PN(}’1:T|9) = HPN(ytlyl:t—l' 0) = 1_[
t=1

t=1

N
1 i
w2
=1

El algoritmo de filtro de particula se puede disefiar combinando el muestreo por
importancia secuencial con un paso de remuestreo. En el Algoritmo 6 se resueme la

estructura del filtro de particulas.

Algoritmo 6. Filtro de particulas
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Entrada: Observaciones y;.r = {y1,v5, ..., yr}, densidad de propuesta q(x;|x;—1, V1.1, 0),
densidad de observacion p(y.|x., 6 ), densidad de transicion p(x;|x;—1,6), nimero de
particulas N, estados iniciales {xé}il (estos estados pueden ser inicializados a partir de una

densidad inicial x5 ~ p(x,))

. AN . . _i\N . ny
Salida: Muestras {x{} _ junto con los pesos normalizados {w;}__, estimacién de la
verosimilitud Z

1. Inicializar x! = x{, w! = p(y1|x{,9), wi=1/N,vi=1,..,Ny Z =% N wh
2. Parat = 2 hasta T hacer
3. Remuestrear N muestras de {x{}" de acuerdo a {w{}"
i=1 i=1
4. Generar muestras de la densidad de importancia
xt~q(xf|xt_1,y1.,0), Vi=1,..,N

5. Calcular los pesos de x} como

iz i 90k 0)f (xilxi 1, 6)

= —Z vi=1,..,N
t t—1 ) ] )
q(xélxé—l' Y1t 9)
6. Normalizar los pesos
wi
— i t .
We =ﬁ’ Vl=1,...,N
j=1Wt
7. Actualizar la estimacion de la verosimilitud
N
=/X—)>w
NL T

~
1]
[
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El filtro de particulas Bootstrap es caso particular del filtro de particulas del
Algoritmo 6, donde la densidad de transicion de los estados es tomada como la densidad de
propuesta, esto es, q(x{|xi_i,y1..,0) = f(xi|xi_1,8), por lo tanto, lo pesos no

normalizados se simplifican a w} = w{_,g(y;|x{, ) (Botha et al., 2021).

Ejemplo. Caminata aleatoria Gaussiana con un filtro de particula
Para observar el desempefio del filtro de particulas para estimar los estados latentes

de una caminata aleatoria Gaussiana unidimiensional dadas las observaciones, creamos

datos sintéticos del modelo espacio estado

Xt = Xee1tqe-1 0 Q-1 ™ N(Qt—1}0,59%)
Ve = X+ 1 , Tt ~ N(rt;O,sf)

con los parametros verdaderos s, = 2, s, = 3.5, x, = 0 con un tiempo de simulacion T =

10 y numero de tiempos de observacion n = 200, esto significa que At = T/n = 0.05. En
la Figura 6, se muestra la trayectoria de una caminata aleatoria Gaussiana (color negro) y las

observaciones (puntos en color rojo) simulados con los pardmetros verdaderos.

Figura 6. Datos simulados de la caminata aleatoria Gaussiana

Estados, X,

Tiempo, t
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Usando las observaciones de los estados y,, ejecutamos el filtro de particulas
Bootstrap con N = 400 particulas y parametros s, = 1.25, s;, = 2, xo = 2. En laFigura 7,

se observa la trayectoria de filtrado (color azul) y los intervalos de confianza (color verde).

Figura 7. Caminata aleatoria Gaussiana y trayectoria de filtrado

Estados, X,

Tiempo, t

2.11 Muestreo de Gibbs

El muestreo de Gibbs es un método de Monte Carlo por cadena de Markov que se
caracteriza por generar muestras de una distribucion conjunta de los parametros a partir de
las distribuciones condicionales dados los otros parametros. EI muestreo de Gibbs se puede
definir en términos de los subvectores de 6. Dado el vector de parametros 6, se procede a
dividirlo en D componentes, esto es, 8 = {0,,6,, ...,0,}. Cada iteracion del método de
muestreo de Gibbs ingresa a un ciclo que recorre las componentes de 6, generando
componentes de 6 condicionados en los valores de las demas componentes. Asi, en cada
iteracion i, el metodo de muestreo de Gibbs realiza d pasos (Gelman et al., 2014). A

continuacion, se muestra el Algoritmo 7, donde se indican los pasos del muestreo de Gibbs.
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Algoritmo 7. Muestreo de Gibbs

Entrada: Valores iniciales 6°, nimero de iteraciones I, periodo de quemado I,

observaciones y,.r = {y1, ¥z, -, ¥r}
Salida: Cadena de Markov después del periodo de quemado, esto es, {81, ..., 07 }

1. Inicializar 61 = 9°

2. Parai = 1 hasta I hacer

Actualizar 6;*" condicionado en 6 ; = (6**,65*%, ...,0/*1,6/,,,...,65) y las

observaciones y,.r (paraj = 1,..,D)
2.12 Algoritmo Metropolis — Hastings

Los métodos de Monte Carlo por cadena de Markov, en inglés Markov chain Monte
Carlo (MCMC), son una familia de algoritmos para generar variables aleatorias de una
densidad dada mediante la simulacion de una cadena de Markov ergodica que tiene la
densidad requerida como su densidad estacionaria. Estos métodos son adecuados para
simular muestras de una densidad a posteriori p(6|y,.r), para implementar estos métodos
solo es necesario conocer la densidad a posteriori no normalizada y () = p(y,.7|6)p(0) (0
equivalentemente @1 (8) = logy(0) =logp(y,.r|0) + logp(8), donde ¢+(6) es el
logaritmo de la densidad a posteriori no normalizada) (Séarkka, 2013). El algoritmo
Metropolis — Hatings (MH) es un método MCMC estandar que acepta valores candidatos

6’ ~ q(6'|8) con probabilidad
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8" q(616’

a(6'l6) = minll'])//((—e))—3§9!|9§
_ i Il p(y1.r|6)p(8") q(616")
" p(y1r|®p(8) q(6'16)
61(9I9’)l
q(0'16)

min [1, (0r(6") — r(6))

En el Algoritmo 8 se resume el algoritmo Metropolis — Hastings con probabilidad de
aceptacion a(68'|6). El periodo de quemado, en inglés burn — in period, I, es el nUmero de
muestras iniciales removidas para garantizar que la cadena ha convergido aproximadamente

a su densidad estacionaria (Luengo et al., 2020).

Algoritmo 8. Algoritmo Metropolis — Hastings (MH)
Entrada: Densidad de propuesta q(8'|8), iteracion inicial 8° (generada de una densidad
inicial arbitraria o inicializada con un valor arbitrario), nimero de iteraciones I y periodo de

quemado I, observaciones y,.; = {y1, V2, ., Y1}
Salida: Cadena de Markov después del periodo de quemado, esto es, {871, ..., 07}

1. Inicializar 61 = 9°

2. Calcular una estimacion de p(81|y,.7) < p(y1.7|01)p(6Y)

3. Parai = 2 hasta I hacer

4. Generar una muestra de valores candidatos 6’ de la densidad de propuesta
q(6'16"°1), estoes, 8’ ~ q(6'10"°1)

5. Calcular la probabilidad de aceptacion:

p(y1710)p(0") q(616")
"p(r|0Hp(61) q(67]611)

a; =a(6',6"') = min [1

6. Generar una variable aleatoria uniforme u ~ U[0,1] y establecer:

ol { ', siu<a;
-1 en otro caso
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7. Descartar las primeras I, iteraciones de quemado.

Una de las ventajas del algoritmo MH es que es un método genérico que se puede
aplicar casi cualquier densidad de propuesta y densidad objetivo. Sin embargo, la velocidad
de convergencia y la calidad de los estimadores del algoritmo MH dependen de la calidad
de la densidad de propuesta (Luengo et al., 2020). Algunas elecciones de densidades de
propuesta pueden conllevar que las muestras estén altamente correlacionadas o que la tasa

de rechazo sea muy alta (Sarkka, 2013).
2.12.1 Algoritmo Metropolis

El algoritmo Metropolis es un caso especial del método Metropolis — Hastings, donde
la densidad de propuesta es simétrica, esto es, q(0'|8) = q(0|0") (Sarkka, 2013). En este

caso la probabilidad de aceptacion se reduce a

a(6']6) = min ll,%} = min [1

p(y1.r160)p(6")
" p1r|0)p(6)

l = min[l, (QUT(HI) - QDT(Q))]

Si consideramos una densidad de propuesta Gaussiana (simétrica) q(6'|6) =
N(6';0,Z) con matrix de covarianza X, obtenemos el algoritmo Metropolis caminata
aleatoria, o en inglés random walk Metropolis algorithm. La densidad de transicion de este
algoritmo se caracteriza por definir una caminata aleatoria Gaussiana en el espacio de los
parametros (Sarkkéa, 2013). Asi, el valor candidato propuesto en la i-ésima iteracion se

puede escribir como 8’ ~ ' + ', donde 9’ ~ N(¥'; 0, %y).

Ejemplo. Estimacion de parametros usando el algoritmo Metropolis.
Para mostrar el desempefio del algoritmo Metropolis para estimar parametros dentro

de un enfoque Bayesiano, vamos a simular observaciones y,.r = {y1, 2, ..., ¥r} de una
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distribucion Gaussiana con media u =5 Yy desviacion estandar o = 2.5, asi y; ~

N(y;p = 5,0% = 2.52). En la Figura 8, se muestra el histograma de los datos simulados.

Figura 8. Histograma de las observaciones simuladas.

Histograma de las observaciones

250 300

200

Frecuencia
150

100

50

0

En la Figura 9, se muestra la estructura para estimar los parametros 6 del ejemplo
bajo el enfoque Bayesiano. Ademas, se observan las densidades asignadas a las
observaciones y; ~ N(y:; u, o) Yy las densidades a priori asignadas a los parametros son p ~

U[p; —50,50] y o ~ U[o; 0,100].
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Figura 9. Descripcion general del algoritmo Metropolis para estimar parametros

(Rampinelli, 2019).

Prior for p Prior foro

=

7 z

i +

o

Likelihood
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o

MCMC -METROPOLIS
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(Marginal Posterior)

ensity

Para este ejemplo, consideramos que los parametros 6 = (u, ) son desconocidos.

Siguiendo el enfoque Bayesiano, vamos a generar muestras de la densidad a posteriori no
normalizada, y(6) = p(y1.r|6)p(6), ya que p(8]y1.r) « p(y1.r|0)p(6). As,
p@lyrr) = polyir)
prl®) = pyuriwo)
p@) = po)

Primero, consideramos la verosimilitud de los datos como sigue

_|T| |Tl 1 1y, — w)?
-
POl t=1 MO = 11 V2mo? exp <_§T>
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A efectos de conseguir estabilidad numérica, consideramos el logaritmo natural de
la verosimilitud, esto es, £(8) = log p(y,.7|6). Usando las propiedades de los logaritmos y

acomodando los términos se obtiene

£0) = log p(y1.716)
= logp(y1.7rl1, 0)

T
_ 101_[ 1 (10— m®
= gt_l '—277.'0'2 p 2 o2

- Yve(men(-37)
- & 2mo? P 2 o?

Asumiendo que los parametros u y o son independientes, podemos escribir la

densidad a priori como

r(0) =p(u o) = p) - p(o)
ind

Dado que la desviacién estandar es estrictamente positiva ¢ > 0, consideramos la

transformacion k = log o, por lo que la densidad a priori de los pardmetros seria

p(6) = p(w) - p(x)
= U[u; —50,50] - (U[k; 0,100] - exp(k))
~ 1 1
= 50—(—50)'(100—0'eXp(K))
1  exp(k)
100 100
exp ()
10000
= exp(k) - 107*

Si consideramos el logaritmo natural log(-) de la densidad a priori p(8), se tiene

logp(8) = log(exp(k) - 107*) = k — 4log 10
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Mientras que el logaritmo de la verosimilitud con la transformacion k = logo (se

tiene que o = exp k)

logp(y,.r|0) = log p(y1.7lt k)

T
T 2 1 2
= -3 log(2m(exp(x))?) — W;(% — 1)

L log2m — kT ! i( )?
g oL K ZEXp(Z'K)t_l Ye K

Después de ejecutar el algoritmo Metropolis con I = 20000 iteraciones, la tasa de
aceptacion del método fue 28% aproximadamente. En las Figura 10 y Figura 11, se muestran
los histogramas con las densidades empiricas de las cadenas de Markov de los pardmetros u
y a, las lineas continuas rojas representan los valores promedios de la cadena de Markov:
Hpromedio = 503 Y Opromedio = 245, Y las lineas discontinuas azules indican el valor

verdadero de los parametros: tyerdadero = 5 Y Overdadero = 2-5-
Figura 10. Histograma y diagrama de caja y bigotes de la media u (Metropolis).
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Figura 11. Histograma y diagrama de caja y bigotes de la desviacion estandar o

(Metropolis).
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En la Figura 12 se observan los diagramas de traza (lineas continuas negras) de las
cadenas de Markov después del periodo de quemado, junto con el valor promedio de la

cadena de Markov (lineas discontinuas azules) y el valor verdadero (lineas continuas rojas).

Figura 12. Diagrama de traza de los parametros u y a (Metropolis).

0 5000 10000 15000 0 5000 10000 15000

lteraciones lteraciones

En la Tabla 1, se muestra el resumen estadistico de las cadenas de Markov resultante

del algoritmo Metropolis junto con los valores verdaderos.
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Tabla 1. Resumen estadistico de la cadena de Markov (algoritmo Metropolis)

correspondiente a los parametros u y o.

(Valor verdadero) u=5 o=2.5

Media 5.03 2.45

Desviaciéon estandar  0.08 0.06

2.12.2 Algoritmo MALA (Metropolis adjusted Langevin algorithm)

El algoritmo MALA es un método MCMC de muestreo que usa una EDE de difusion
de Langevin para formar la densidad de propuesta. Este algoritmo forma parte de la familia
de métodos basados en el gradiente del logaritmo de la densidad a posteriori, Vlogp(6),
para aumentar la eficiencia del proceso de muestreo. La EDE de tipo de difusién usada como
densidad de propuesta es aproximada por medio del método de Euler-Maruyama (Luengo

etal,, 2020).

2

€
0’ =06+ ?Mve logp(0|y,.r) + eVMz

donde z ~ N(z;0,1), € es el tamafio del paso de discretizacion y M es una matriz de
precondicionamiento que debe ser diagonalizable o tener una descomposicién de Cholesky
tal que M = AAT y A = VM. Esta matriz de precondicionamiento es usada para tomar en

cuenta variables correlacionadas 6 con varianzas muy diferentes (Girolami y Calderhead,

2011). Por lo tanto, la densidad de propuesta (no simétrica) del algoritmo MALA es

2
q(0'l6) =N <9’29 +?MV9 IOgP(9|}’1:T),€2M>

En el Algoritmo 9, se muestra del pseudocddigo del método MALA.
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Algoritmo 9. Metropolis — Hastings Langevin Algorithm (MALA)
Entrada: Gradiente del logaritmo de la densidad a posteriori Vg log p(8|y,.r), iteracion
inicial 6° (generada de una densidad inicial arbitraria o inicializada con un valor arbitrario),
Matriz precondicionamiento M, paso de discretizacion e, nimero de iteraciones I, periodo

de quemado I, observaciones y;.r = {y1, V2, ..., V7 }.
Salida: Cadena de Markov después del periodo de quemado, esto es, {#7*1, ..., 07 }

1. Inicializar 6* = g°

2. Calcular una estimacion de p(8*|y,.r) « p(y,.7|8)p(61)

3. Parai = 2 hasta I hacer

4, Generar z ~ N(z;0,1) y simular una nueva muestra de la difusion de

Langevin

2
. € ,
0'=0"1+ ?MVB logp(0't|y1r) + eVMz
5. Calcular la probabilidad de aceptacion:

a; =a(6’,01)

1, €2 ,
p(irl0p@) N (91 16" + > MVqlogp(6 |y1:T),ezM)

) — — >
p(y.r|01)p (6" )N (9'; i1 + e7MV9 logp(é""llykr)sz)

=min|1

6. Generar una variable aleatoria uniforme u ~ U[0,1] y establecer:

ol { 0', siu<a
-1 en otro caso

7. Descartar las primeras I, iteraciones de quemado.

Ejemplo. Estimacion de parametros usando el algoritmo MALA.
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Utilizando los datos del ejercicio anterior, se implementé el algoritmo MALA con
I = 20 000 iteraciones y tamafio de paso € = 0.0383, este ultimo parametro del algoritmo
fue obtenido a través de experimentacion. El gradiente del logaritmo de la densidad a

posteriori Vg log p(6]y;.r) donde 6 = (u, k) estd dado por

ngﬂ()’t — )

Vologp(8|y1.r) x Vo(logp(y,.r160) +logp(6)) =

1—K+exp(2 K)Zt 1(yt p)?

Después de ejecutar el algoritmo MALA con I = 20000 iteraciones, la tasa de
aceptacion del método fue 59% aproximadamente. En las Figura 13 y Figura 14, se muestran
los histogramas con las densidades empiricas de las cadenas de Markov de los parametros u
y a, las lineas continuas rojas representan los valores promedios de la cadena de Markov:
Upromedio = 9-04 Y Opromedio = 2.45, Y las lineas discontinuas azules indican el valor

verdadero de los pardmetros: Uyerdadero = 5 Y Overdadero = 2-5-

Figura 13. Histograma y diagrama de caja y bigotes de la media u (MALA).
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Figura 14. Histograma y diagrama de caja y bigotes de la desviacion estdndar ¢ (MALA)
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En la Figura 15 se observan los diagramas de traza de MALA (lineas continuas
negras) de la cadenas de Markov después del periodo de quemado, junto con el valor
promedio de la cadena de Markov (lineas discontinuas azules) y el valor verdadero (lineas

continuas rojas).

Figura 15. Diagrama de traza de los parametros py 6 (MALA).
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En la Tabla 2, se muestra el resumen estadistico de la cadena de Markov resultante

del algoritmo MALA junto con el valor verdadero.
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Tabla 2. Resumen estadistico de las cadenas de Markov (algoritmo MALA) correspondiente

a los parametros u y o.

(Valor verdadero) u=5 o =2.5

Media 5.04 2.45

Desviaciéon estandar  0.08 0.05

2.12.3 Algoritmo de Monte Carlo Hamiltoniano

El algoritmo de Monte Carlo Hamiltoniano, Monte Carlo hibrido o Hamiltoniano, es
un método MCMC de muestreo basado en gradiente, caracterizado por realizar multiples
pasos en el espacio de pardmetros antes de aceptar o rechazar una cadena de propuesta. Para
cada parametro 6 (llamado posicion) en el espacio de parametros, el algoritmo Hamiltoniano
adiciona una variable de momento p. Este algoritmo se basa en considerar un sistema de

particulas con el siguiente Hamiltoniano: (Luengo et al., 2020).

1
H(8,p) = —log(B|y,.r) + Epr

Las ecuaciones Hamiltonianas para la dinamica de las particulas en un tiempo ficticio T son

dadas por
dae
— = H =
= V,H(6,p) p
dp
= “VeH(O,p) = Vlog(Bly.r)

El algoritmo Hamiltoniano construye la distribucion de propuesta mediante
simulacion de trayectorias de las ecuaciones Hamiltonianas. Dado que una simulacion

exacta no es posible, se deben utilizar métodos numeéricos para simular las trayectorias, por
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ejemplo, un integrador simplético como el método de salto de rana (Leapfrog method). Un
paso del método de salto de rana para las ecuaciones Hamiltonianas desde T con tamafio de

paso At esta dado por

FOHAT/D) 5O + % Viog(6®|y,.r)
g (+AT) — 6@ + ATﬁ(T+A‘E/2)
At ~
p+an = pl+ar/2) 4 7V log(e(HAT) |}’1;T)

En el Algoritmo 10, se muestra del pseudocddigo del algoritmo de Monte Carlo

Hamiltoniano.

Algoritmo 10. Algoritmo de Monte Carlo Hamiltoniano
Entrada: Gradiente del logaritmo de la densidad a posteriori Vglogp(0]y,.r), iteracion
inicial 6° (generada de una densidad inicial arbitraria o inicializada con un valor arbitrario),
paso de discretizacion Az, numero de pasos de integracion L, nimero de iteraciones I,

periodo de quemado I, observaciones y;.; = {v1, V2, ..., Y7}
Salida: Cadena de Markov después del periodo de quemado, esto es, {871, ..., 07}

1. Inicializar 81 = 9°

2. Calcular una estimacion de p(81|y,.7) < p(y1.7|01)p(6Y)

3. Parai = 2 hasta I hacer

4. Resolver numéricamente las ecuaciones Hamiltonianas usando L pasos de un
método de salto de rana (Leapfrog method) empezando con (@ = gDy 5 ~
N(0,1). Establecer 8’ = §(A0) y p' = 5{LAD),

5. Calcular la probabilidad de aceptacién:

a; = a(6',6""!) = min [1, exp (—H(H’,p’) + H(g(i—l),p(i—l)))]
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6. Generar una variable aleatoria uniforme u ~ U[0,1] y establecer:

ol _{ ', sius<a;
-1, en otro caso

7. Descartar las primeras I, iteraciones de quemado.

Ejemplo. Estimacion de pardmetros usando el algoritmo de Monte Carlo
Hamiltoniano.

Utilizando los datos del ejercicio anterior, se implement6 el algoritmo Monte Carlo
Hamiltoniano con I = 20 000 iteraciones, nimero de pasos de integracion L = 10 y tamafio
de paso At = 0.015, este ultimo parametro del algoritmo fue obtenido a través de
experimentacién. El gradiente del logaritmo de la densidad a posteriori Vg logp(8|y;i.7)

donde 6 = (u, k) esta dado por

exp(2 K)Zt 1(yt_ll)

Vologp(8|y1.r) x Vo(logp(y,.r160) +logp(6)) =

l-k+—7F7— exp(Z K) Zt 1(yt #)

Después de ejecutar el algoritmo de Monte Carlo Hamiltoniano con I = 20000
iteraciones, la tasa de aceptacion del método fue 50.59% aproximadamente. En la Figura
16y
Figura 17, se muestran los histogramas con las densidades empiricas de las cadenas de
Markov de los parametros u y o, las lineas continuas rojas representan los valores promedios
de la cadena de Markov: ppromedio = 5:03 Y Opromedio = 2-45, Y las lineas discontinuas

azules indican el valor verdadero de los pardmetros: yerdadero = 5 Y Overdadero = 2-5-
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Figura 16. Histograma y diagrama de caja y bigotes de la media p (Hamiltoniano)
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Figura 17. Histograma y diagrama de caja y bigotes de la desviacion estandar o

(Hamiltoniano)
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En la Figura 18 se observan los diagramas de traza del Algoritmo Monte Carlo
Hamiltoniano (lineas continuas negras) de la cadenas de Markov después del periodo de
quemado, junto con el valor promedio de la cadena de Markov (lineas discontinuas azules)

y el valor verdadero (lineas continuas rojas).
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Figura 18. Diagrama de traza de los parametros p y o (Hamiltoniano).
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En la Tabla 3, se muestra el resumen estadistico de la cadena de Markov resultante
del algoritmo Monte Carlo Hamiltoniano junto con el valor verdadero.

Tabla 3. Resumen estadistico de las cadenas de Markov (Hamiltoniano) correspondiente a

los parametros 1 y G.

(Valor verdadero) u=5 o=2.5

Media 5.03 2.45

Desviacién estandar 0.08 0.06

2.13 Algoritmo Metropolis — Hastings de particulas

El algoritmo Metropolis — Hastings de particulas es un método de Monte Carlo que
combina el algoritmo Metropolis — Hastings con el filtro de particulas. Este método
reemplaza la verosimilitud intratable del algoritmo Metropolis — Hastings por la estimacion
insesgada del filtro de particulas (Botha et al., 2021). En el Algoritmo 11 se resume la

estructura del algoritmo Metropolis — Hastings de particulas.
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Algoritmo 11. Algoritmo Metropolis - Hastings de particulas
Entrada: Densidad de propuesta q(8’|0), iteracion inicial 8° (generada de una densidad
inicial arbitraria o inicializada con un valor arbitrario), nimero de iteraciones I y periodo de

guemado I, observaciones y,.; = {y4, ¥2, ..., Y7}, numero de particulas N.
Salida: Cadena de Markov después del periodo de quemado, esto es, {#/»+1, ..., 07 }

1. Inicializar 61 = g°

2. Ejecutar el algoritmo de filtro de particulas para obtener una estimacion insesgada
de p" (y1.r16")

3. Parai = 2 hasta I hacer

4. Generar una muestra de valores candidatos 68’ de la densidad de propuesta
q(0'16"1), estoes, 8’ ~ q(6'16"° 1)

5. Ejecutar el algortimo de filtro de particulas para obtener una estimacién
insesgada de pY (y,.r|6")

6. Calcular la probabilidad de aceptacion:

p" (17100  q(67116")
"pN(y1.r|0Dp(01) q(07]611)

a; = a(6’,6"1) = min [1

7. Generar una variable aleatoria uniforme u ~ U[0,1] y establecer:

. 0, siu<a;
o = ’
6'"1  en otro caso

8. Descartar las primeras I,, iteraciones de quemado.

Ejemplo. Implementacion del algoritmo Metropolis — Hastings de particulas
Consideramos el problema de estimar los parametros s, y s, del modelo estado
espacio (caminata aleatoria Gaussiana unidimensional) a partir de un conjunto de

observaciones y;.r.
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Xe = Xp1+qe—1 » Ge-1 ~ N(qe-1;0,8%)
Ye = Xe t1¢ ) T ~ N(Tt;O,Sﬁ)

Simulando datos con los parametros verdaderos s, = 2y s, = 3.5 y aplicando el
algoritmo Metropolis — Hastings de particulas con 10 000 iteraciones (1 000 iteraciones del
periodo de quemado) y N = 200 particulas se estimaron los pardmetros verdaderos usando
los valores iniciales sy, = 1.25 y s;, = 2. En la Figura 19 y Figura 20 se muestran los
histogramas con las densidades empiricas de las cadenas de Markov de los parametros s, y
sy, las lineas discontinuas amarillas indican los valores iniciales del algoritmo, lineas

continuas rojas representan los valores promedios de las cadenas de Markov: s, =
promedio

2.62ys = 3.22, y las lineas discontinuas azules indican los valores verdaderos de
Y promedio

los parametros: sy 4. = = 3.5.

2
y Sy verdadero

Figura 19. Histograma y diagrama de caja y bigotes del parametro s,
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Figura 20. Histograma y diagrama de caja y bigotes del parametro s,,
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En la Figura 21 se observan los diagramas de traza del algoritmo Metropolis —
Hastings de particulas (lineas continuas negras) de las cadenas de Markov después del
periodo de quemado, junto con los valores iniciales (lineas discontinuas amarillas), los
valores promedios de las cadenas de Markov (lineas discontinuas azules) y los valores

verdaderos (lineas continuas rojas).

Figura 21. Diagrama de traza de los parametros s, y s,,
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En la Tabla 4, se muestra el resumen estadistico de las cadenas de Markov resultante

del algoritmo Metropolis — Hastings de particulas junto con los valores verdaderos.

Tabla 4. Resumen estadistico de las cadenas de Markov (algoritmo Metropolis — Hastings

de particulas) correspondiente a los parametros s, Y s,.

(Valor verdadero) s, =2 s, =3.5

Media 2.62 3.22

Desviacion estandar  0.34 0.28
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3 METODOLOGIA
3.1 Algoritmos numéricos de simulacion de EDEs
Consideramos una EDE con efectos mixtos para un individuo
dX; = u(Xy, ¢x, b)dt + Vv (Xe, ¢y, b)dW,

Para aproximar esta EDE seguiremos un enfoque de discretizacion de Euler —
Maruyama (EM) y de puente de difusion. Ambos enfoques simulan la EDE entre puntos de
tiempos discretos, generalmente correspondientes a los tiempos de observacion, a lo largo

de la trayectoria completa de difusion, estoes,det =0, ..., T.
Primero, consideramos la particion del intervalo [0, T] como sigue
O:t0<t1<t2<"'<tm_1<tm:T

donde m es el nimero de tiempos de observacion. Luego, consideramos el intervalo entre
dos observaciones consecutivas [ti_q,tx] con k=1,..,m, y lo dividimos en D

subintervalos, donde D denota el nivel de discretizacion, esto es,
b1 =T < Ty < <Tp =1t
con longitud entre cada subintervalo At = (t;, — tx—1)/D.
El esquema de EM y puente de difusion simula sobre cada subintervalos como sigue
Xejpr = Xe; + pep (AT + /vpp (AW,
donde ugp(-) Y \/vEp(+) son determinados por el esquema de discretizacion (ED) utilizado,

y donde AW, =W, — Wy, Dado que AW, ~ N(AW,},; 0, ATInx) por definicion, la

trayectoria es simulada recursivamente usando la siguiente densidad de transicion
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x‘l’j+1 |x‘L'j ~N (x‘l'j+1; ij + MED(')AT, vED(')AT)

La densidad conjunta de este esquema de discretizacion es

D-1

Qe ep ey b1, b) &6 | [ (g5, + bn (D07, v (VA7)

j=0
3.1.1 Esquema Euler — Maruyama

El esquema de discretizacion Euler — Maruyama es el método mas simple para
simular una trayectoria aproximada de una EDE. Asumiendo que los coeficientes de drift y

difusion son localmente constantes

‘U(XTJ., ¢X}b) = ,Ll]
\/;(X‘L'j' ¢X' b) \/;j

La discretizacion EM usa la propuesta
ij+1|ij ~N (x,}.ﬂ; Xr; + Wj, vjAr)

Esta propuesta aproxima la densidad de transicion f (xrj+1|xrj,qu, b). Si la EDE

tiene coeficientes de drift y de difusion constantes, entonces la discretizacion EM

proporciona la solucién exacta, esto es, la densidad de transicion.
3.1.2 Puente de difusion modificado

Simular desde la densidad de transicion aproximada puede ser suboptimo si algunas
observaciones son muy informativas o hay poco ruido de observacion. Trayectorias mas
efectivas pueden ser obtenidas si la propuesta para x; puede ser dirigida hacia y,. Esto es

posible usando un puente de difusion.
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El puente de difusion modificado (PDM) dirige x; linealmente hacia y,. El puente
de difusién modificado es derivado a partir de aproximar la distribucién conjunta de

X

Tiv1r Vi |ij usando una distribucion Gaussiana multivariante, y luego condicionarenY;, =

Y, La distribucion de XTJ.H,YtkleJ. se obtiene de la densidad de observacion y la

j+1

discretizacién EM de Xz, |%z;. El puente de difusion es una propuesta de discretizacion de

la forma
o v~ N (52,50 + o (25, (1) )
donde
oo (¥epye,) = 1+ uF (FyF'a; +3) (ytk ~F (e, + ”J’A')>
Yoom (xr,) = v — v, F'(FuF'A; + %) FuAt
YA =1t —1;.

3.1.3 Puente de difusion residual

Supongamos que X; es dividido como X; = {; + R; donde {{;};so €S un proceso
deterministico y {R;};so €S un proceso estocastico residual, ademas los procesos deben

satisfacer las siguientes ecuaciones

dfe = f(@&)dt, o =xo
th = {:ut(Xt' ¢X' b) - f((t)}dt + \/v_t(Xt' ¢X' b)th' RO =0

La eleccion de {; y f(-) debe tomar en cuenta las dinamicas no lineales de la EDE
(esta eleccion debe proponer que el coeficiente de drift sea aproximadamente constante). El

enfoque mas simple estomar {; =,y f(-) = u(-) por lotanto X; = n; + R; y

dn, = u(me, dx, b)dt, no = xo
dR, = {uc(X:, ¢dx,b) — pu(me, dx, b)}dt + \/Vt(Xt' ¢x, b)dW;, Ry =0
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notando que Y;, — 1, = R, + €,

El puente de difusion residual (PDR) se obtiene construyendo el PDM para el

proceso estocastico residual en lugar del proceso objetivo. Este puente de difusion residual

es
Yoy e Ve ~ N (e, %0 + tpor (%o, Ve, ) eor (¥, ) A7)
donde
teor (Xepve) =y +vF (FyF'a;+35)" (ytk —F (ne + 12, + (u; = 6 )Aj))
Yeor (xr,) = Yoo (xc,)
y

3.2 Métodos de Monte Carlo por cadena de Markov para la estimacion de

parametros
3.2.1 Métodos MCMC pseudo — marginales

Los métodos MCMC pseudo — marginales son algoritmos Metropolis — Hastings
estandares que permiten la inferencia exacta en modelos con verosimilitudes intratables. En
este enfoque, la verosimilitud intratable es reemplazada con una estimacion insegada no
negativa p(y,.r|6) = p(¥1.716,u) donde u ~ g(u) son variables auxiliares usadas para
construir la estimacién de la verosimilitud. Un método MCMC pseudo — marginal puede ser
definido como un algoritmo Metropolis — Hastings en un espacio aumentado, esto es, el
espacio de 8 aumentado con las variables auxiliares u. En el contexto de inferencia para

EDEs, las variables auxiliares u pueden ser una coleccion de nimeros pseudo — aleatorios
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necesarios para simular los incrementos de las trayectorias de un movimiento Browniano o
realizar el paso de remuestreo en los filtros de particulas. El algoritmo Metropolis — Hatings
marginal de particulas es un método pseudo — marginal donde la verosimilitud es

reemplazada por una estimacion insesgada del filtro de particulas (Wiqvist et al., 2021).

Algoritmo 12. Algoritmo Metropolis - Hastings marginal de particulas
Entrada: Densidad de propuesta q(8'|8), iteracion inicial 8° (generada de una densidad
inicial arbitraria o inicializada con un valor arbitrario), nimero de iteraciones I y periodo de

guemado I, observaciones y,.; = {y4, ¥2, ..., Y7}, nimero de particulas N.
Salida: Cadena de Markov después del periodo de quemado, esto es, {#/p+1, ..., 07 }

1. Inicializar 81 = 9°

2. Generaru ~ g(-)

3. Ejecutar el algoritmo de filtro de particulas para obtener una estimacion insesgada
de p" (yy.r|6%,w)

4. Parai = 2 hasta I hacer

5. Generar una muestra de valores candidatos 6’ de la densidad de propuesta
q(0'1671), estoes, 8’ ~ q(6'16'"1) y variables auxiliares u’ ~ g(-)

6. Ejecutar el algortimo de filtro de particulas para obtener una estimacién
insesgada de p¥ (y,.7]0",u")

7. Calcular la probabilidad de aceptacion:

p" (y1.r160",u)p(0") q(9i_1|9')
"pN (Y1707 wp(61) q(07]611)

a; = a(@’,@i‘l) = min ll

8. Generar una variable aleatoria uniforme @ ~ U[0,1] y establecer:

O 0 _{ @' u"), siti<aq;
yu = (6'"1,u), enotro caso
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9. Descartar las primeras I, iteraciones de quemado.
3.2.2 Enfoque pseudo — marginal correlacionado

Los métodos MCMC pseudo — marginales correlacionados son una generalizacion
de los métodos pseudo — marginales. Una alta correlacion entre las variables auxiliares u y
u’ conlleva una mayor correlacion entre las verosimilitudes p(y1.7|0",u") Y p(y1.716, w).
Esto Gltimo permite reducir la varianza del logaritmo del ratio de las verosimilitudes,
log(p(y1.710',u") /p(y1.7160,u)), aumentando la mezcla de la cadena. Los métodos pseudo
— marginales correlacionados se caracterizan por generar una nueva variable u’ del kernel
K(u'|u), donde K(-|-) satisface la ecuacion de balance g(w)K(u'|u) = g(u')K(u|u')

(Wigqvist et al., 2021).

Asumiendo que los nimeros aleatorios estan normalmente distribuidos, esto es, u ~
g() = N(ul0,I) y tomando K (- | -) como el kernel asociado a la densidad de propuesta de
Crank — Nicolson (K (u'|u) = N(u'|pu, (1 — p?)I)), se puede inducir una correlacion p
entre las variables auxiliares u y u'. Si el parametro p es elegido cercano a 1, entonces se
induce una correlacion positiva entre las verosimilitudes p(y..r|0',u") y p(y1.716, 1),
reduciendo la varianza de la probabilidad de aceptacién del algoritmo Metropolis — Hastings,
lo cual es beneficioso porque reduce la posibilidad de aceptar una sobreestimacion de la
funcion de verosimilitud. Si se toma p = 0, entonces se tiene K(u'|u) = g(u'), lo cual

corresponde al método pseudo — marginal estandar (Wiqvist et al., 2021).

3.3 Métodos pseudo — marginales de particulas para la estimacion de EDEs con

efectos mixtos

A continuacién, consideramos algoritmos pseudo — marginales de particulas para

estimar los parametros desconocidos de una EDE con efectos mixtos. Los filtros de
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particulas de estos algoritmos permiten calcular una estimacion de la verosimilitud
individual p(yff;mb(m),z, qu) param = 1, ..., M, la cual puede ser usada para estimar la

verosimilitud condicional de todos los individuos.

M
By 10,5, ¢x) = | | B( b2, 6x)

m=1

Si la solucién de la EDE no se puede obtener de forma cerrada, la densidad de
transicion puede ser aproximada usando la discretizacion Euler — Maruyama, por lo tanto,
la distribucidn objetivo es exacta hasta el error de discretizacion de la EDE. Este error de
discretizacion puede ser disminuido si se aumente el nivel de discretizacion, a expensas de

aumentar el costo computacional (Botha et al., 2021).
3.3.1 Meétodo pseudo — marginal de aumento individual

Este método se caracteriza por utilizar variables auxiliares adicionales para estimar
la verosimilitud de cada individuo. A continuacion, la estimacion de la verosimilitud para el

individuo m

(le)IB) = jﬁ(y(.m)Ib(m),z,¢X)p(b(m)|¢)db(m)

Nz 1T (m)lxg) l

Q

donde 6 = (£, ¢x,¥) y b™™ ~ p(b™]6) es la distribucion de importancia dentro del

algoritmo Metropolis — Hastings de particulas.

La variabilidad de la verosimilitud p(y™|8) para un distribucién de importancia
dada p(b(m)|9) puede ser controlada tanto por el nimero de particulas N como por las

generaciones de efectos aleatorios L. Si se elige p(b™|0) = p(b™|y), entonces se
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simplifica el célculo de la verosimilitud a un promedio de las verosimilitudes generadas por

L efectos aleatorios, esto es, p(y™|0) ~ Yk, ﬁ(y(m) 1b™,s, qu) /L (Botha et al., 2021).

Algoritmo 13. Método Pseudo - Marginal de aumento individual
Entrada: Densidad de propuesta q(8'|0), iteracion inicial 8° (generada de una densidad

inicial arbitraria o inicializada con un valor arbitrario), nimero de iteraciones I y periodo de

. M
quemado I,,, observaciones de los M individuos 3’1(-1%,1,\,4) = {yl(m), yz,(m), s yﬁ,’j}’} , Nnumero
’ m=1

de particulas N, nimero de efectos aleatorios L.
Salida: Cadena de Markov después del periodo de quemado, esto es, {81, ..., 07 }

1. Inicializar 61 = 6°

2. Generaru ~ g(+)

3. Ejecutar el algoritmo de estimacion de verosimilitud individual (filtro de particulas)
con L efectos aleatorios para obtener una estimacion de la verosimilitud
" (5160 u)

4. Parai = 2 hasta I hacer

5. Generar una muestra de valores candidatos 6’ de la densidad de propuesta
q(6'16'71), estoes, 8’ ~ q(0'|0""1), y variables auxiliares u’ ~ g(-)

6. Ejecutar el algoritmo de estimacion de verosimilitud individual (filtro de
particulas) con L efectos aleatorios para obtener una estimacién de la verosimilitud
PN (516" w)

7. Calcular la probabilidad de aceptacién:

P" (v, 167 )p(6)  q(0"110")

a; =a(6’,6"1) = min |1, :
i ( ) N (yf;lqif)lei_lfu)p(ei_l) q(6'16t-1)
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8. Generar una variable aleatoria uniforme @ ~ U[0,1] y establecer:

0l ) = { @,u"), sii<a
(0%u) = (6'"1,u), enotro caso

9. Descartar las primeras I, iteraciones de quemado.
Algoritmo 14. Algoritmo de estimacion de verosimilitud individual
(m) (m) (m)

Entrada: Observaciones de Iolend|V|duosy(1 M) = {y1 Yo e V1 } , hamero
m=1

de efectos aleatorios L y nUmero de particulas N.
Salida: Estimacion de la verosimilitud p™ (y:19).

1. Param = 1 hasta M hacer

2. Para [ = 1 hasta L hacer
3. Extraer b™ ~ p(- )
4. Ejecutar el algoritmo de particulas (N particulas) con b;™ para obtener

la estimacion de la verosimilitud Zl(m)
5. Corregir la distribucion de importancia Z™ = Zl(m)/p(bl(m)|0)

6. Calcular

m) 9 E Z(m)
y1T | [

7. Calcular
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3.3.2 Meétodo pseudo — marginal por componentes

El método pseudo — marginal por componentes es un método de muestro de Gibbs
que se caracteriza por actualizar los efectos aleatorios b™™) junto con 8, esto lleva a

considerar los bloques de parametros b™) | {g, ¢y} y . Si 0y = {0, Py}, entonces la

densidad a posteriori (conjunta) completa tiene la forma

p(8x, 1, bEM 1y 5M0) o p(y i 1bGM, 6 Jp(bEM 1) p (Bx)p ()

y las densidades a posteriori condicionales completas para cada uno de los bloques de

pardmetros son

p(b™IyG, 00, 9) o p(yim 16, 6 )p(bAM )
p(f)xlyf#f)» b(l:M)) o P(Yf:lr:r) |p:M), 9x)P(9x)
p(pIbaM) o p (b [)p ()

Una estimacion dada por un filtro de particulas de la verosimilitud
p(yl(:lfr':)|b(1:"”),9x) es usada cuando se actualizan los efectos aleatorios (™) y los
pardmetros 6. El parametro de los efectos poblacionales i es actualizado directamente

dado que la densidad p(1p|b(*) es tratable (Botha et al., 2021).

Algoritmo 15. Método pseudo — marginal por componentes
Entrada: Densidad de propuesta q(8’|0), iteracion inicial 8° (generada de una densidad

inicial arbitraria o inicializada con un valor arbitrario), nimero de iteraciones I y periodo de

. M
quemado I, observaciones de los M individuos yl(_lT'M) = {yl(m),yz(m), ...,y}m)} , Nmero
m m Jm=1

de particulas N, valores iniciales b® = p(L2:M g1 y @),

Salida: Cadena de Markov después del periodo de quemado, esto es, {#/*2, ..., 07 }
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Inicializar 61 = 9°

=

2. Generaru ~ g(+)

w

Ejecutar el filtro de particulas para obtener una estimacion de la verosimilitud

1:M 1

4. Parai = 2 hasta I hacer
5. Generar efectos aleatorios b’ ~ (- [b(¢~1) y variables auxiliares u’ ~ g(-)
6. Ejecutar el filtro de particulas para obtener una estimacion de la verosimilitud

PV (v b, 6y~ )
7. Aceptar b' y u' con probabilidad de aceptacion:

pN(yl(:lr::)Ib’,B)Ei_”,u’)p(b'w(i—l)) 2(b5 Db
Y (v 166D, 687V, u) p(b G- q(b7bEL)

a =min|1

8. Generar 0y ~ q(- |9§i"1)> y variables auxiliares u’ ~ g(-)

9. Ejecutar el filtro de particulas para obtener una estimacion de la verosimilitud
P (v 16D, 65, u')

10. Aceptar 6y y u' con probabilidad de aceptacion:

" (P 1b®, 03,0 o) a6 V16%)
P (G20 1b®, 65, 1) p(85 ) q(x168 )

a = min|1,

11. Generar ¢’ ~ q(- [p@D)
12. Aceptar Y’ con probabilidad de aceptacion:
B P VDO q(py’)
C T P GO DI D) g )

13. Descartar las primeras I,, iteraciones de quemado.
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4  APLICACIONES

En este capitulo, se presentan ejemplos especificos de aplicaciones en el campo de
la biologia (modelo de crecimiento del &rbol de naranja) y procesos bivariados usados en

finanzas, ecologia, ingenieria (proceso de Ornstein-Uhlenbeck bidimensional).
4.1 Datos reales
4.1.1 Modelo de crecimiento del arbol de naranja

La dinamica del crecimiento la circunferencia del tronco de los arboles de naranja
puede ser modelada mediante EDEs con efectos mixtos (Whitaker et al., 2017). Este enfoque
combina los conceptos de EDEs y efectos mixtos para capturar tanto la dinamica
deterministica del crecimiento como la variabilidad aleatoria asociada. La aplicacion de un
modelo de EDE con efectos mixtos proporciona un enfoque para el estudio de crecimiento
de otros organismos y cultivos, brindando informacion del desarrollo de una especie
necesaria para la toma de decisiones en el campo de la agricultura. Sea Xt(m) un proceso
estocastico que describe la circunferencia del arbol m = 1, ..., M que esta definido por la

siguiente EDE con condicion inicial X™ y efectos aleatorios ¢{™ y ¢™.

1
(m) _ (m) (m) (m) (m) (m)
dx = g XM (@™ - xI™)dt + o Ix(™ dw,
1 2

X(gm) — x(gm)
1(m) ~ N( 1(m);~u¢1'0-(1251)

Z(m) ~ N( Z(m);'ufi’z'o-;)z)

Se considera que el proceso es parcialmente observado, asi que las observaciones

son modeladas por
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v = x(™ 1 ™
donde eim) ~ N(eém); 0,&2) es el ruido de observacion con parametro fijo &.
Aqui, 8 = (g,&) son comunes para todos los arboles (efecto fijo), los efectos

T
aleatorios son (™ = (d)l(m),q’)z(m)) y el vector de los pardmetros que gobiernan las

distribuciones de efectos aleatorios es i = (u¢1,a¢1,u¢z,a¢2)T donde pg, Y He, CON
densidades a priori N(0,100%) y 1/0j , 1/04 , 1/6* y 1/&* con densidades a priori
Ga(1,0.01) (Whitaker et al., 2017).

Figura 22. Gréfico de las observaciones (datos reales) de los M = 5 arboles del modelo de

crecimiento del arbol de naranja.
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4.2 Datos simulados
4.2.1 Proceso de Ornstein — Uhlenbeck bidimensional

Un modelo de Orstein — Uhlenbeck (OU) bidimensional con efectos mixtos es un
modelo estadistico que combina un proceso OU clasico con un modelo de efectos mixtos

que incorpora tanto efectos fijos como efectos aleatorios en un contexto de dos variables. El
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proceso OU es una ecuacion diferencial estocéstica que es usada para modelar la dindmica
de un sistema que es sujeto de fuerzas aleatorias y deterministicas. Algunas aplicaciones del
proceso OU se encuentran en estudios dindmicos farmaco-dindmicos/farmaco-cinéticos
(Fadwa et al., 2020) y en Neurociencias (Dion, 2016), dado que el proceso OU puede
describir la dinamica estocéstica de variables continuas a lo largo del tiempo, donde las

variables tienden a converger hacia una media o punto de equilibrio. Sean m =1, ..., M

procesos estocasticos, consideramos un proceso de difusion bidimensional Xt(m) =

1m) »em\ ” . o
(Xt , X; ) € R“ que satisface las siguientes EDEs

dx™ = (,gllbf’l”) (X = a,) + Bupb Y (2™ - az)) dt + oy dw, "™

dx®™ = - (521b§’f) (X™ — a,) + Boab P (X2 - a2)> dt + o,dw,*™

con condiciones iniciales

X(()l,m) — xél,m)
Xéz,m) — xéz,m)

Ademas consideramos los efectos aleatorios como by, ~ Ga(vl,k,vl,k) para L,k =
1,2. Se tiene que Ga(a, ), es una distribucion Gamma con parametros a y B, y Y =

{vl'k}l,kzl,z es el vector de hiperparametros.

Dm)
X
Si se considera Xt(m) = ( t ) B = (ﬁ“ ﬁ“), a= (al), o= (01 0 )

Xt(z)(m) B21 B2z @z 0 o
(Dm) (D(@m) (m) (m)
W™ = W, xm _ Xo y b = by 12
t W(Z)(m) 10 X(Z)(m) (m) (m)
t 0 21 22

Sea (*) la operacion que denota la multiplicacion elemento por elemento, se puede

reescribir el sistema de ecuaciones en notacién matricial como sigue
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dx{™ = B xb™(a - x™)dt + cdw,™

Consideraremos que el proceso es parcialmente observado, asi que las observaciones

son modeladas por

r™ = xI + ™

T
Donde Y™ = (Yl(m), Yz(m)) y €™ ~ N(e™;0,5) es el ruido de observacién con

(& o
Z_(O f)

El vector de pardmetros 0 = (a4, a3, B11, P12, B21, P22, 01, 02, &1, €2) €S comUn para

todas las unidades experimentales (efecto fijo), los efectos aleatorios son bh(™ =

pm  pm
11 12
< (m) g

) y el vector de los pardmetros poblacionales o hiperparametros que gobiernan
21 22

las distribuciones de efectos aleatorios es ¥ = (vq41, V12, V21, V22) (Fadwa et al., 2020).

En la Figura 23, en la primera fila se muestran las trayectorias de los estados X; (linea
de color rojo) y X, (linea de color azul) con respecto al tiempo de M =5 unidades
experimentales, se observa que las trayectorias tienden hacia las medias asintéticas a; y «,.
En la segunda fila se observan los gréficos del estado X; frente al estado X, (linea de color

verde). En estos graficos las observaciones se representan con circulos.



Figura 23. Simulacién de un modelo bidimensional OU.

20 25 30

X

05 1.0 5

X.
05 10 15 20 25 30

71

Me Msa Me s
s P K
. =2 1
“
3 8
s
. o A
Ll -
a 4
e ¥ o
. Wb | e e
2 =3
00 02 04 06 0B 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
Vg Tierpa Tarpa
M= 1 M=2 M=3 M= 43 M=5
Q-
1 » o = ” .
/ ” » a / - 4
R e e o~ / v
/ Pt o w F ) por
: 2 |-F Ol B 2 £
2 ™ / o | o a /
1 - '? a1 S - 1< e, o
; @ a i Q o
| - ®
= — T - ~—TT 8 tr—r——— T T —
o0 1.0 20 30 s 5 25 05 10 1&20 25 30 cs 25
)



72

5 RESULTADOS
5.1 Modelo de crecimiento del &rbol de naranja
5.1.1 Meétodo pseudo — marginal de aumento individual

5.1.1.1 Esquema de discretizacion Euler — Maruyama (Método pseudo — marginal de

aumento individual)

A continuacion, se muestran los resultados a posteriori obtenidos del método pseudo
— marginal de aumento individual, donde se utiliz6 un esquema de discretizacion Euler —
Maruyama con un numero de discretizacion D = 50 para simular las trayectorias de la EDE,
mientras que la verosimilitud individual fue estimada usando N = 20 particulas, y la
verosimilitud de los M =5 &rboles (unidades experimentales) fue estimada con L = 20
muestras de efectos aleatorios. El algoritmo fue ejecutado con I = 2000 iteracionescon B =
200 iteraciones de periodo de quemado (burn-in). Después de ejecutar el método pseudo —
marginal de aumento individual se alcanz6 una tasa de aceptacion de 7.72% con un tiempo

de ejecucion de 5.59 minutos.
En la

Figura 24, la linea roja indica la media a posteriori de las muestras obtenidas del método
pseudo — marginal de aumento individual con esquema de discretizacion EM y la linea negra

indica el valor inicial del parametro. Se observa que el parametro ug, no presenta una

convergencia fuerte.
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Figura 24. Diagrama de traza de las muestras a posteriori del modelo de crecimiento del
arbol de naranja (Método pseudo — marginal de aumento individual con esquema de

discretizacion EM).
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En la Figura 25, la linea roja indica la media a posteriori de las muestras obtenidas
del método pseudo — marginal de aumento individual (EM) y la linea negra indica el valor

inicial del parametro. Se observa que los histogramas empiricos de los parametros o, , 0,

y & estan sesgados hacia la derecha.
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Figura 25. Histogramas de las muestras a posteriori del modelo de crecimiento del arbol de

naranja (Método pseudo — marginal de aumento individual con esquema de discretizacion
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En la Figura 26, se observa que las muestras a posteriori del parametro ug, estan

altamente correlacionadas, mientras que las muestras a posteriori del parametro ¢ estan

medianamente correlacionadas.

Figura 26. Diagramas de autocorrelacion de las muestras a posteriori del modelo de
crecimiento del arbol de naranja (Método pseudo — marginal de aumento individual con

esquema de discretizacién EM).
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En la Tabla 5, se muestran las estimaciones de los pardmetros comunes 6 obtenidas

del Método pseudo — marginal de aumento individual con esquema de discretizacion EM.

Tabla 5. Resumen estadistico de las muestras a posteriori del modelo de crecimiento del
arbol de naranja (Método pseudo — marginal de aumento individual con esquema de

discretizacién EM).

He, O, He, O¢, o E
Media 189.53 27.28 344.55 43.31 0.1 2.02
Desviacién
19.71 5.39 9.58 11.56 0.01 0.74
estandar

5.1.1.2 Esquema de discretizacion Puente de difusion modificado (Método pseudo —

marginal de aumento individual)

En esta seccidn se indican los resultados a posteriori obtenidos del método pseudo —
marginal de aumento individual, donde se utilizd un esquema de discretizacion Puente de
difusion modificado con un nimero de discretizacion D = 50 para simular las trayectorias
de la EDE, mientras que la verosimilitud individual fue estimada usando N = 20 particulas,
y la verosimilitud de los M = 5 arboles (unidades experimentales) fue estimada con L = 20
muestras de efectos aleatorios. El algoritmo fue ejecutado con I = 2000 iteraciones con B =
200 iteraciones de periodo de quemado (burn-in). Después de ejecutar el método pseudo —
marginal de aumento individual se alcanzé una tasa de aceptacion de 19.23% con un tiempo

de ejecucion de 9.62 minutos.
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En la Figura 27, la linea roja indica la media a posteriori de las muestras obtenidas
del método pseudo —marginal de aumento individual con esquema de discretrizacion Puente
de difusion modificado y la linea negra indica el valor inicial del parametro. Se observa que

el parametro ug, presenta una mejor convergencia hacia la media a posteriori.

Figura 27. Diagrama de traza de las muestras a posteriori del modelo de crecimiento del
arbol de naranja (Método pseudo — marginal de aumento individual con esquema de

discretizacién Puente de difusion modificado).
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En la Figura 28, la linea roja indica la media a posteriori de las muestras obtenidas
del método pseudo — marginal de aumento individual con esquema de discretizacion Puente
de difusién modificado y la linea negra indica el valor inicial del pardmetro. Se observa que

los histogramas empiricos de los parametros oy, , 0, Y € estan sesgados hacia la derecha.
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Figura 28. Histogramas de las muestras a posteriori del modelo de crecimiento del arbol de
naranja (Método pseudo — marginal de aumento individual con esquema de discretizacion

Puente de difusion modificado).
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En la Figura 29, se observa que las muestras a posteriori del parametro ug, estan

medianamente correlacionadas.

Figura 29. Diagramas de autocorrelacion de las muestras a posteriori del modelo de
crecimiento del arbol de naranja (Método pseudo — marginal de aumento individual con

esquema de discretizacion Puente de difusion modificado).
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En la Tabla 6, se muestran las estimaciones de los parametros comunes 8 obtenidas
del Método pseudo — marginal de aumento individual con esquema de discretizacion Puente

de difusion modificado.

Tabla 6. Resumen estadistico de las muestras a posteriori del modelo de crecimiento del
arbol de naranja (Método pseudo — marginal de aumento individual con esquema de

discretizacién Puente de difusion modificado).

He, O, He, ¢, o f
Media 190.56 27.34 358.12 39.8 0.09 1.86
Desviacién
14.83 5.05 4.30 9.46 0.01 0.58
estandar

5.1.1.3 Esquema de discretizacion Puente de difusién residual (Método pseudo —

marginal de aumento individual)

En este apartado se muestran los resultados a posteriori obtenidos del método pseudo
— marginal de aumento individual, donde se utiliz6 un esquema de discretizacion Puente de
difusion residual con un nimero de discretizacion D = 50 para simular las trayectorias de
la EDE, mientras que la verosimilitud individual fue estimada usando N = 20 particulas, y
la verosimilitud de los M = 5 arboles (unidades experimentales) fue estimada con L = 20
muestras de efectos aleatorios. El algoritmo fue ejecutado con I = 2000 iteraciones con B =
200 iteraciones de periodo de quemado (burn-in). Después de ejecutar el método pseudo —
marginal de aumento individual se alcanzé una tasa de aceptacion de 15.64% con un tiempo

de ejecucion de 23.36 minutos.
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En la Figura 30, la linea roja indica la media a posteriori de las muestras obtenidas
del método pseudo — marginal de aumento individual con esquema de Puente de difusion
residual y la linea negra indica el valor inicial del pardmetro. Se observa que el parametro

e, €mpieza a converger en las Gltimas 100 iteraciones.

Figura 30. Diagrama de traza de las muestras a posteriori del modelo de crecimiento del
arbol de naranja (Método pseudo — marginal de aumento individual con esquema de

discretizacién Puente de difusion residual).
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En la Figura 31, la linea roja indica la media a posteriori de las muestras obtenidas
del método pseudo — marginal de aumento individual con esquema de discretizacion Puente
de difusion residual y la linea negra indica el valor inicial del parametro. Se observa que los

histogramas empiricos de los parametros g, Y g4, €stan sesgados hacia la derecha.
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Figura 31. Histogramas de las muestras a posteriori del modelo de crecimiento del arbol de

naranja (Método pseudo — marginal de aumento individual con esquema de discretizacion

Puente de difusion residual).
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En la Figura 32, se observa que las muestras a posteriori del parametro q, estan

medianamente correlacionadas.

Figura 32. Diagramas de autocorrelacion de las muestras a posteriori del modelo de

crecimiento del arbol de naranja (Método pseudo — marginal de aumento individual con

esquema de discretizacion Puente de difusion residual).
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Enla Tabla 7, se muestran las estimaciones obtenidas del Método pseudo — marginal
de aumento individual con esquema de discretizacion Puente de difusion residual.
Tabla 7. Resumen estadistico de las muestras a posteriori del modelo de crecimiento del
arbol de naranja (Método pseudo — marginal de aumento individual con esquema de

discretizacion Puente de difusion residual).

He, O, Ry, O¢, o 4
Media 183.76 27.25 331.72 40.85 0.09 1.6
Desviacién
15.63 5.64 15.38 9.39 0.01 0.38
estandar

5.1.2 Meétodo pseudo — marginal por componentes (MALA)
5.1.2.1 Esquema de discretizacion Puente de difusion modificado (MALA)

En esta seccidn se muestran los resultados a posteriori obtenidos del método pseudo
—marginal por componentes con actualizacion de los hiperpardmetros mediante el algoritmo
MALA (tamafio de paso € = 0.2), donde se utilizé un esquema de discretizacion Euler —
Maruyama con un numero de discretizacion D = 50 para simular las trayectorias de la EDE,
mientras que la verosimilitud individual fue estimada usando N = 20 particulas, y la
verosimilitud de los M =5 arboles (unidades experimentales) fue estimada con L = 20
muestras de efectos aleatorios. El algoritmo fue ejecutado con I = 2000 iteraciones con B =
200 iteraciones de periodo de quemado (burn-in). Después de ejecutar el método pseudo —

por componentes (MALA) se alcanzd una tasa de aceptacion de los hiperparametros de
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61.73% Yy una tasa de aceptacion de los parametros comunes de 7.14% Yy un tiempo de

ejecucion de 2.36 minutos.

En la Tabla 8, se muestran las tasas de aceptacion de los efectos aleatorios h™ para
m =1,...,5 obtenidas del Método pseudo — marginal por componentes — MALA con

esquema de EM.

Tabla 8. Tasa de aceptacion de los efectos aleatorios (Método pseudo — marginal por

componentes — MALA con esquema de EM).

En la Figura 33, se observan los diagramas de caja y bigotes de las muestras a

posteriori de los efectos aleatorios del pardmetro ¢, (color azul) y ¢, (color rojo).

Figura 33. Diagramas de caja y bigotes de las muestras a posteriori de los efectos aleatorios
del modelo de crecimiento del arbol de naranja (Método pseudo — marginal por componentes

— MALA con esquema de discretizacion EM).
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En la Figura 34, la linea roja indica la media a posteriori de las muestras obtenidas
del método pseudo — marginal por componentes (MALA) con esquema de discretizacion
EM vy la linea negra indica el valor inicial del pardmetro. Se observa que las muestras a

posteriori del parametro oy, tiende a converger hacia el valor de la media. Las muestras a

posteriori del pardmetro o convergen a partir de las Ultimas 1000 iteraciones.

Figura 34. Diagrama de traza de las muestras a posteriori del modelo de crecimiento del
arbol de naranja (Método pseudo — marginal por componentes — MALA con esquema de

discretizacion EM).
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En la Figura 35, la linea roja indica la media a posteriori de las muestras obtenidas
del método pseudo — marginal por componentes (MALA) con esquema de discretizacion
EM vy la linea negra indica el valor inicial del parametro. Se muestra que el histograma de

las muestras a posteriori del parametro oy, esta sesgado a la derecha.
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Figura 35. Histogramas de las muestras a posteriori del modelo de crecimiento del arbol de

naranja (Método pseudo — marginal por componentes — MALA con esquema de

discretizacion EM).
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En la Figura 36, se observa que las muestras a posteriori de los parametros ug , fig,

y & estan altamente correlacionadas, mientras que las muestras a posteriori del parametro o

estan medianamente correlacionadas.
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Figura 36. Diagramas de autocorrelacion de las muestras a posteriori del modelo de
crecimiento del &rbol de naranja (Método pseudo — marginal por componentes — MALA con

esquema de discretizacion EM).
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En la Tabla 9, se muestran las estimaciones de los pardmetros comunes 6 obtenidas
del Método pseudo — marginal por componentes — MALA con esquema de discretizacién

EM.

Tabla 9. Resumen estadistico de las muestras a posteriori del modelo de crecimiento del
arbol de naranja (Método pseudo — marginal por componentes — MALA con esquema de

discretizacién EM).

Ko, 0, Ky, 0y, o &
Media 169.34 28.81 324.2 39.94 0.08 1.43
Desviacion
11.21 5.73 10.40 7.43 0.01 0.63

estandar
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5.1.2.2 Esquema de discretizacion Puente de difusién modificado (MALA)

A continuacion, se muestran los resultados a posteriori obtenidos del método pseudo
—marginal por componentes con actualizacion de los hiperparametros mediante el algoritmo
MALA (tamafio de paso € = 0.75), donde se utiliz6 un esquema de discretizacion Puente
de difusion modificado con un numero de discretizacion D = 50 para simular las
trayectorias de la EDE, mientras que la verosimilitud individual fue estimada usando N =
20 particulas, y la verosimilitud de los M =5 &rboles (unidades experimentales) fue
estimada con L = 20 muestras de efectos aleatorios. El algoritmo fue ejecutado con I =
2000 iteraciones con B = 200 iteraciones de periodo de quemado (burn-in). Después de
ejecutar el método pseudo — por componentes (MALA) se alcanz6 una tasa de aceptacion
de los hiperpardmetros de 57.36% Yy una tasa de aceptacion de los pardmetros comunes de

52.50% Yy un tiempo de ejecucién de 2.66 minutos.

En la Tabla 8, se muestran las tasas de aceptacion de los efectos aleatorios b™ para
m = 1,...,5 obtenidas del Método pseudo — marginal por componentes — MALA con

esquema de discretizacion Puente de difusién modificado.

Tabla 10. Tasa de aceptacion de los efectos aleatorios (Método pseudo — marginal por

componentes — MALA con esquema de discretizacion Puente de difusion modificado).

m=1 m =2 m=3 m=4 m=5

14.27% 12.77% 13.82% 12.91% 13.64%

En la Figura 37, se observan los diagramas de caja y bigotes de las muestras a

posteriori de los efectos aleatorios del parametro ¢, (color azul) y ¢, (color rojo).
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Figura 37. Diagramas de caja y bigotes de las muestras a posteriori de los efectos aleatorios
del modelo de crecimiento del arbol de naranja (Método pseudo — marginal por componentes

— MALLA con esquema de discretizacion Puente de difusion modificado).
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En la Figura 38, la linea roja indica la media a posteriori de las muestras obtenidas
del método pseudo — marginal por componentes (MALA) con esquema de discretizacion
Puente de difusion modificado y la linea negra indica el valor inicial del parametro. Se

observa que existe una convergencia en el parametro oy, 04,, 0 Y &.

Figura 38. Diagrama de traza de las muestras a posteriori del modelo de crecimiento del
arbol de naranja (Método pseudo — marginal por componentes — MALA con esquema de

discretizacién Puente de difusién modificado).
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En la Figura 39, la linea roja indica la media a posteriori de las muestras obtenidas
del método pseudo — marginal por componentes (MALA) con esquema de discretizacion
Puente de difusion modificado y la linea negra indica el valor inicial del parametro. Se
observan que los histogramas de las muestras a posteriori de los parametros pg,, 04, Y 04,

estan sesgados a la derecha.

Figura 39. Histogramas de las muestras a posteriori del modelo de crecimiento del arbol de
naranja (Método pseudo — marginal por componentes — MALA con esquema de

discretizacién Puente de difusion modificado).
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En la Figura 40, se observa que las muestras a posteriori del parametro ug, estan

altamente correlacionadas de acuerdo al diagrama de autocorrelacion, mientras que las

muestras a posteriori de los demas pardmetros presentan una baja correlacion.
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Figura 40. Diagramas de autocorrelacion de las muestras a posteriori del modelo de
crecimiento del &rbol de naranja (Método pseudo — marginal por componentes — MALA con

esquema de discretizacion Puente de difusion modificado).
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Enla

Tabla 11, se muestran las estimaciones de los parametros comunes 6 obtenidas del Método
pseudo — marginal por componentes — MALA con esquema de discretizacion Puente de

difusion modificado.

Tabla 11. Resumen estadistico de las muestras a posteriori del modelo de crecimiento del
arbol de naranja (Método pseudo — marginal por componentes — MALA con esquema de

discretizacion Puente de difusion modificado).

He, O, Uy, O¢, o f
Media 180.51 27.06 315.3 40.46 0.09 1.7
Desviacion
15.72 5.12 13.05 8.62 0.01 0.57

estandar
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5.1.2.3 Esquema de discretizacion Puente de difusion residual (MALA)

En esta seccion se resumen los resultados a posteriori obtenidos del método pseudo
—marginal por componentes con actualizacion de los hiperparametros mediante el algoritmo
MALA (tamafio de paso € = 0.5), donde se utilizd un esquema de discretizacion Puente de
difusion residual con un nimero de discretizacion D = 50 para simular las trayectorias de
la EDE, mientras que la verosimilitud individual fue estimada usando N = 20 particulas, y
la verosimilitud de los M = 5 arboles (unidades experimentales) fue estimada con L = 20
muestras de efectos aleatorios. El algoritmo fue ejecutado con I = 2000 iteracionescon B =
200 iteraciones de periodo de quemado (burn-in). Después de ejecutar el método pseudo —
por componentes (MALA) se alcanzd una tasa de aceptacion de los hiperparametros de
43.86% Yy una tasa de aceptacion de los parametros comunes de 56% Yy un tiempo de

ejecucion de 8.11 minutos.

En la Tabla 12, se muestran las tasas de aceptacion de los efectos aleatorios h(™
param = 1, ...,5 obtenidas del Método pseudo — marginal por componentes — MALA con

esquema de discretizacion Puente de difusion residual.

Tabla 12. Tasa de aceptacion de los efectos aleatorios (Método pseudo — marginal por

componentes — MALA con esquema de discretizacion Puente de difusion residual).

m=1 m=2 m=23 m=4 m=>5

19.50% 19.18% 19.05% 19.82% 19.64%

En la Figura 41, se observan los diagramas de caja y bigotes de las muestras a

posteriori de los efectos aleatorios del pardmetro ¢, (color azul) y ¢, (color rojo).
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Figura 41. Diagramas de caja y bigotes de las muestras a posteriori de los efectos aleatorios
del modelo de crecimiento del arbol de naranja (Método pseudo — marginal por componentes

— MALA con esquema de discretizacion Puente de difusion residual).
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En la Figura 42, la linea roja indica la media a posteriori de las muestras obtenidas
del método pseudo — marginal por componentes (MALA) con esquema de discretizacion
Puente de difusion residual y la linea negra indica el valor inicial del pardmetro. Se observa
que las muestras a posteriori de los parametros presentan una mejor convergencia, en

particular con los parametros o y €.
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Figura 42. Diagrama de traza de las muestras a posteriori del modelo de crecimiento del
arbol de naranja (Método pseudo — marginal por componentes — MALA con esquema de

discretizacion Puente de difusion residual).
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En la Figura 43, la linea roja indica la media a posteriori de las muestras obtenidas
del método pseudo — marginal por componentes (MALA) con esquema de discretizacion
Puente difusion residual y la linea negra indica el valor inicial del parametro. Se observan
que los histogramas de las muestras a posteriori de los parametros ug,, 04, Y 04, €stan
sesgados a la derecha, mientras que los histogramas de las muestras a posteriori de los

parametros pg Y o tienen una forma simétrica.
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Figura 43. Histogramas de las muestras a posteriori del modelo de crecimiento del arbol de
naranja (Método pseudo — marginal por componentes — MALA con esquema de

discretizacion Puente de difusion residual).
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En la Figura 44, se observa que las muestras a posteriori de los parametros ug, Y pig,

estdn medianamente correlacionadas.

Figura 44. Diagramas de autocorrelacién de las muestras a posteriori del modelo de
crecimiento del arbol de naranja (Método pseudo — marginal por componentes — MALA con

esquema de discretizacion Puente de difusion residual).
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En la Tabla 13, se muestran las estimaciones de los parametros comunes 6 obtenidas
del Método pseudo — marginal por componentes — MALA con esquema de discretizacion

Puente de difusion residual.

Tabla 13. Resumen estadistico de las muestras a posteriori del modelo de crecimiento del
arbol de naranja (Método pseudo — marginal por componentes — MALA con esquema de

discretizacion Puente de difusion residual).

He, O, Ry, O¢, o f
Media 184.31 26.47 306.42 36.94 0.09 1.72
Desviacién
13.61 5.17 5.89 6.56 0.01 0.60
estandar

5.1.3 Método pseudo — marginal por componentes (Hamiltoniano)
5.1.3.1 Esquema de discretizacion Euler — Maruyama (Hamiltoniano)

En esta seccidn se muestran los resultados a posteriori obtenidos del método pseudo
—marginal por componentes con actualizacion de los hiperpardmetros mediante el algoritmo
Hamiltoniano (tamafio de paso € = 1/15 y nimero de paso L = 15), donde se utilizd un
esquema de discretizacion Euler — Maruyama con un numero de discretizacion D = 50 para
simular las trayectorias de la EDE, mientras que la verosimilitud individual fue estimada
usando N = 20 particulas, y la verosimilitud de los M =5 arboles (unidades
experimentales) fue estimada con L = 20 muestras de efectos aleatorios. El algoritmo fue
ejecutado con I = 2000 iteraciones con B = 200 iteraciones de periodo de quemado (burn-

in). Después de ejecutar el método pseudo — por componentes (Hamiltoniano) se alcanzé
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una tasa de aceptacion de los hiperparametros de 52.14% y una tasa de aceptacion de los

pardmetros comunes de 12.64% y un tiempo de ejecucion de 2.25 minutos.

En la Tabla 14, se muestran las tasas de aceptacion de los efectos aleatorios h(™
param = 1, ...,5 obtenidas del Método pseudo — marginal por componentes — Hamiltoniano

con esquema de discretizacién EM.

Tabla 14. Tasa de aceptacion de los efectos aleatorios (Método pseudo — marginal por

componentes — Hamiltoniano con esquema de discretizacién EM).

m=1 m=2 m=3 m=4 m=>5

14.46% 12.41% 13.36% 10.14% 11.91%

En la Figura 45, se observan los diagramas de caja y bigotes de las muestras a

posteriori de los efectos aleatorios del pardmetro ¢, (color azul) y ¢, (color rojo).

Figura 45. Diagramas de caja y bigotes de las muestras a posteriori de los efectos aleatorios
del modelo de crecimiento del arbol de naranja (Método pseudo — marginal por componentes

— Hamiltoniano con esquema de discretizacion EM).
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En la Figura 46, la linea roja indica la media a posteriori de las muestras obtenidas
del método pseudo — marginal por componentes (Hamiltoniano) con esquema de
discretizacion EM y la linea negra indica el valor inicial del parametro. Se observa que la

las muestras a posteriori presenta una mayor convergencia en los parametros pg,, ¢, Y 0, -

Figura 46. Diagrama de traza de las muestras a posteriori del modelo de crecimiento del
arbol de naranja (Método pseudo — marginal por componentes — Hamiltoniano con esquema

de discretizacion EM).
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En la Figura 47, la linea roja indica la media a posteriori de las muestras obtenidas
del método pseudo — marginal por componentes (Hamiltoniano) con esquema de
discretizacion EM vy la linea negra indica el valor inicial del parametro. Se muestra que el
histograma de las muestras a posteriori del parametro oy, esta sesgado hacia la derecha,
mientras que el histograma de las muestras a posteriori de los parametros ug, Y o4,

presentan una forma mas uniforme.
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Figura 47. Histogramas de las muestras a posteriori del modelo de crecimiento del arbol de
naranja (Método pseudo — marginal por componentes — Hamiltoniano con esquema de

discretizacion EM).
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En la Figura 48, se observa que las muestras a posteriori de los parametros pg , 0y

& estan medianamente correlacionadas.
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Figura 48. Diagramas de autocorrelacion de las muestras a posteriori del modelo de
crecimiento del arbol de naranja (Método pseudo — marginal por componentes —

Hamiltoniano con esquema de discretizacién EM).
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En la Tabla 15, se muestran las estimaciones de los parametros comunes 6 obtenidas
del Método pseudo — marginal por componentes — Hamiltoniano con esquema de

discretizacion EM.

Tabla 15. Resumen estadistico de las muestras a posteriori del modelo de crecimiento del
arbol de naranja (Método pseudo — marginal por componentes — Hamiltoniano con esquema

de discretizacion EM).

He, O, Uy, O¢, o f
Media 185.43 28.39 337.42 41.76 0.08 1.92
Desviacion
15.83 55 18.82 9.88 0.01 0.88

estandar
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5.1.3.2 Esquema de discretizacion Puente de difusién modificado (Hamiltoniano)

A continuacion, se muestran los resultados a posteriori obtenidos del método pseudo
—marginal por componentes con actualizacion de los hiperparametros mediante el algoritmo
Hamiltoniano (tamafio de paso € = 1/15 y nimero de paso L = 15), donde se utiliz6 un
esquema de discretizacion Puente de difusion modificado con un nimero de discretizacion
D = 50 para simular las trayectorias de la EDE, mientras que la verosimilitud individual fue
estimada usando N = 20 particulas, y la verosimilitud de los M =5 &rboles (unidades
experimentales) fue estimada con L = 20 muestras de efectos aleatorios. El algoritmo fue
ejecutado con I = 2000 iteraciones con B = 200 iteraciones de periodo de quemado (burn-
in). Después de ejecutar el método pseudo — por componentes (Hamiltoniano) se alcanzo
una tasa de aceptacion de los hiperparametros de 53.14% Yy una tasa de aceptacion de los

pardmetros comunes de 49.96% y un tiempo de ejecucion de 2.69 minutos.

En la Tabla 16, se muestran las tasas de aceptacion de los efectos aleatorios h(™
param = 1, ...,5 obtenidas del Método pseudo — marginal por componentes — Hamiltoniano

con esquema de discretizacién Puente de difusion modificado.

Tabla 16. Tasa de aceptaciéon de los efectos aleatorios (Método pseudo — marginal por

componentes — Hamiltoniano con esquema de discretizacion Puente de difusion

modificado).
18.64% 19.59% 17.32% 17.96% 18.55%

En la Figura 49, se observan los diagramas de caja y bigotes de las muestras a

posteriori de los efectos aleatorios del pardmetro ¢, (color azul) y ¢, (color rojo).
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Figura 49. Diagramas de caja y bigotes de las muestras a posteriori de los efectos aleatorios

del modelo de crecimiento del arbol de naranja (Método pseudo — marginal por componentes

— Hamiltoniano con esquema de discretizacion Puente de difusion modificado).
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En la Figura 50, la linea roja indica la media a posteriori de las muestras obtenidas

del método pseudo — marginal por componentes (Hamiltoniano) con esquema de

discretizacion Puente de difusion modificado y la linea negra indica el valor inicial del

parametro. Se observa que las muestras a posteriori de los pardmetros convergen, en el caso

del parametro ug, presenta una convergencia mas lenta a comparacion de los parametros

restantes.
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Figura 50. Diagrama de traza de las muestras a posteriori del modelo de crecimiento del
arbol de naranja (Método pseudo — marginal por componentes — Hamiltoniano con esquema

de discretizacion Puente de difusion modificado).
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En la Figura 51, la linea roja indica la media a posteriori de las muestras obtenidas
del método pseudo — marginal por componentes (Hamiltoniano) con esquema de
discretizacion Puente de difusion modificado y la linea negra indica el valor inicial del
parametro. Se observa que los histogramas de las muestras a posteriori de los pardmetros
0g, Y 04, €Stan sesgados a la derecha, mientras que el histograma de las muestras a posteriori

del parametro p4, tiene una forma uniforme.



102

Figura 51. Histogramas de las muestras a posteriori del modelo de crecimiento del arbol de

naranja (Método pseudo — marginal por componentes — Hamiltoniano con esquema de
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En la Figura 52, se observa que las muestras a posteriori del parametro ug estan

medianamente correlacionadas, mientras que las muestras a posteriori de los demaés

parametros presentan una baja correlacion.
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Figura 52. Diagramas de autocorrelacion de las muestras a posteriori del modelo de
crecimiento del arbol de naranja (Método pseudo — marginal por componentes —

Hamiltoniano con esquema de discretizacion Puente de difusion modificado).
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En la Tabla 17, se muestran las estimaciones de los parametros comunes 6 obtenidas
del Método pseudo — marginal por componentes — Hamiltoniano con esquema de

discretizacion Puente de difusion modificado.

Tabla 17. Resumen estadistico de las muestras a posteriori del modelo de crecimiento del
arbol de naranja (Método pseudo — marginal por componentes — Hamiltoniano con esquema

de discretizacidn Puente de difusién modificado).

He, 0¢, He, O¢, o $
Media 187.9 26.82 328.06 39.79 0.09 1.76
Desviacion 16.51 5.46 17.79 8.51 0.01 0.6

estandar
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5.1.3.3 Esquema de discretizacion Puente de difusion residual (Hamiltoniano)

En este apartado se resumen los resultados a posteriori obtenidos del método pseudo
—marginal por componentes con actualizacion de los hiperparametros mediante el algoritmo
Hamiltoniano (tamafio de paso € = 1/15 y nimero de paso L = 15), donde se utiliz6 un
esquema de discretizacion Puente de difusion residual con un numero de discretizacion D =
50 para simular las trayectorias de la EDE, mientras que la verosimilitud individual fue
estimada usando N = 20 particulas, y la verosimilitud de los M =5 &rboles (unidades
experimentales) fue estimada con L = 20 muestras de efectos aleatorios. El algoritmo fue
ejecutado con I = 2000 iteraciones con B = 200 iteraciones de periodo de quemado (burn-
in). Después de ejecutar el método pseudo — por componentes (Hamiltoniano) se alcanzé
una tasa de aceptacion de los hiperparametros de 59.73% y una tasa de aceptacion de los

pardmetros comunes de 50.77% y un tiempo de ejecucion de 8.75 minutos.

En la Tabla 18, se muestran las tasas de aceptacion de los efectos aleatorios h(™
param = 1, ...,5 obtenidas del Método pseudo — marginal por componentes — Hamiltoniano

con esquema de discretizacion Puente de difusion resiudal.

Tabla 18. Tasa de aceptacion de los efectos aleatorios (Método pseudo — marginal por

componentes — Hamiltoniano con esquema de discretizacion Puente de difusion residual).

m=1 m =2 m=3 m=4 m=5

24.59% 26.36% 23.50% 24.96% 27.27%

En la Figura 53, se observan los diagramas de caja y bigotes de las muestras a

posteriori de los efectos aleatorios del parametro ¢, (color azul) y ¢, (color rojo).
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Figura 53. Diagramas de caja y bigotes de las muestras a posteriori de los efectos aleatorios
del modelo de crecimiento del arbol de naranja (Método pseudo — marginal por componentes

— Hamiltoniano con esquema de discretizacion Puente de difusion residual).
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En la Figura 54, la linea roja indica la media a posteriori de las muestras obtenidas
del método pseudo — marginal por componentes (Hamiltoniano) con esquema de
discretizacion Puente de difusion residual y la linea negra indica el valor inicial del
parametro. Se observa las muestras a posteriori de los parametros convergen, en el caso del

parametro p,, se tiene que hay una convergencia mas lenta a comparacion de los restantes

parametros.
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Figura 54. Diagrama de traza de las muestras a posteriori del modelo de crecimiento del
arbol de naranja (Método pseudo — marginal por componentes — Hamiltoniano con esquema

de discretizacion Puente de difusion residual).
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En la Figura 55, la linea roja indica la media a posteriori de las muestras obtenidas
del método pseudo — marginal por componentes (Hamiltoniano) con esquema de
discretizacion Puente de difusion residual y la linea negra indica el valor inicial del

parametro. Se observa que
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Figura 55. Histogramas de las muestras a posteriori del modelo de crecimiento del arbol de
naranja (Método pseudo — marginal por componentes — Hamiltoniano con esquema de

discretizacion Puente de difusion residual).
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En la Figura 56, se observa que las muestras a posteriori del parametro ug estan

medianamente correlacionadas, mientras que las muestras a posteriori de los demas

parametros presentan una baja correlacion.
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Figura 56. Diagramas de autocorrelacién de las muestras a posteriori del modelo de
crecimiento del arbol de naranja (Método pseudo — marginal por componentes —

Hamiltoniano con esquema de discretizacion Puente de difusion modificado).
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En la Tabla 19, se muestran las estimaciones de los parametros comunes 6 obtenidas
del Método pseudo — marginal por componentes — Hamiltoniano con esquema de

discretizacion Puente de difusion residual.

Tabla 19. Resumen estadistico de las muestras a posteriori del modelo de crecimiento del
arbol de naranja (Método pseudo — marginal por componentes — Hamiltoniano con esquema

de discretizacion Puente de difusién residual).

Ko, 0, Ky, 0y, o &
Media 190.41 27.46 325.12 39.88 0.09 1.74
Desviacion
16.27 5.33 16.63 8.85 0.01 0.67

estandar
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En la Tabla 20, se muestra el desempefio de los tres métodos pseudo — marginales:
Aumento Individual (Al), MALA y Hamiltoniano con cada uno de los esquemas de
discretizacién de la EDE, esto es, Euler — Maruyama (EM), Puente de difusién modificado
(PDM) y Puente de difusién residual (PDR). Los indicadores de desempefio son tiempo de
ejecucion (segundos), tamafio de muestra efectivo (ESS: effective sample size) promedio,
tasa de tamafo de muestra efectivo (ESS/s) y tasa de aceptacion de los pardmetros. El
tamafio de muestra efectivo es un indicador de correlacion entre las muestras a posteriori
obtenidas de los métodos MCMC. Si el tamafio de muestra es menor, entonces las muestras
presentan una baja correlacion. Se observa que los métodos MALA y Hamiltoniano
presentan un menor tiempo de ejecucion con respecto al método de Aumento Individual
(IA), esto se debe a que el método de Aumento Individual requiere ejecutar LN veces el
filtro de particulas en comparacion a los otros métodos pseudo — marginales que sélo
requieren invocar 2N veces el filtro de particulas. Mientras que los esquemas de
discretizacién de EM y Puente de difusion modificado presentan un menor tiempo de
gjecucion con respecto al esquema de Puente de difusion residual, esto se debe a que el
esquema de discretizacion de Puente de difusion residual requiere la ejecucion del método
de Euler para aproximar el término drift de la EDE, mientras que los otros dos esquemas
restantes no lo tienen que hacer. También se observa que el método Hamiltoniano con los
esquemas de EM y Puente de difusion modificado presentan una mayor tasa de tamarfio de
muestra a comparacion de los otros métodos pseudo — marginales, lo que indica que las
muestras a posteriori obtenidas con el método Hamiltoniano (EM y PDM) presentan una
menor correlacion y su tiempo de ejecucion es menor. Finalmente, se observa que los
métodos MALA y Hamiltoniano (ambos con el esquema PDM) presentan altas tasas de

aceptacion de los parametros comunes 6.
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Tabla 20. Indicadores de desempefio de los métodos pseudo — marginales.

Tamafrio de Tasa de
T|emp0 Tasa de
muestra tamano de
de aceptacion de
efectivo muestra )
ejecucién - parametl‘os
promedio efectivo
(segundo) (%)
(ESS) (ESS/segundo)
IA-—EM 335.52 24.28 0.07 7.40
IA-PDM 576.93 70.96 0.12 18.21
IA-PDR 1401.30 62.11 0.04 15.41
MALA - EM 141.75 42.40 0.30 43.22
MALA - PDM 159.70 81.51 0.51 55.31
MALA - PDR 486.77 71.58 0.15 46.99
Hamiltoniano — EM 134.86 75.48 0.56 38.19
Hamiltoniano — PDM 161.58 126.75 0.78 51.93
Hamitoniano — PDR 524.77 122.25 0.23 56.34

5.1.4 Proceso de Ornstein-Uhlenbeck bidimensional

Las observaciones del proceso de Ornstein — Uhlenbeck bidimensional fueron

T
obtenidas a partir de la simulacion de los estados no observables Xt(m) = (Xt(l’m),Xt(Z’m))

mediante un esquema de Euler — Maruyama con la misma condicion inicial xém) = (1,7
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param = 1, ...,5 (unidades experimentales) y paso de discretizacion A = 0.1 en el intervalo
[0,1] con los pardmetros comunes verdaderos 0 =
(al, az, ﬁll' ﬁlZJ ﬁZl' ﬁzz, 0-1, 0-2, El' Ez) - (3, 25, 18, 2, 1, 15, 03, 05, 01, 05) y

parametros poblacionales ¥ = (45,100,100,25).
5.1.4.1 Algoritmo Metropolis — Hastings dentro de un esquema de muestreo de Gibbs

En esta seccion se resumen los resultados a posteriori del algoritmo Metropolis —
Hastings dentro de un esquema de muestreo de Gibbs. El esquema de muestreo de Gibbs
empled tres bloques de actualizacion: efectos aleatorios, pardmetros comunes e
hiperparametros. Se utilizé un esquema de discretizacion Euler — Maruyama con un nimero
de discretizacion D = 20 para simular las trayectorias de la EDE, y un filtro de particulas
con N = 20 particulas para estimar la verosimilitud de M = 5 unidades experimentales. El
algoritmo fue ejecutado con I = 5000 iteraciones, donde las primeras B = 2500 iteraciones
son del periodo de quemado. Después de ejecutar el algoritmo se obtuvo una tasa de

aceptacion de los parametros comunes de 2.40% y un tiempo de ejecucion de 69.85 minutos.

En la Tabla 21, se muestran las tasas de aceptacion de los efectos aleatorios h(™
param = 1, ...,5 obtenidas del Algoritmo Metropolis — Hastings dentro de un esquema de

muestreo de Gibbs.

Tabla 21. Tasa de aceptacion de los efectos aleatorios b™ (Algoritmo Metropolis —

Hastings dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).

m=1 m=2 m=3 m=4 m=>5

38.32% 30.12% 24.60% 29.04% 34.36%
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En la Figura 57, se muestran los diagramas de caja y bigotes de las muestras a
posteriori de los efectos aleatorios del modelo (b\™, b, b{™, b2V para m = 1,...,5

obtenidas del Algoritmo Metropolis — Hastings dentro de un esquema de muestreo de Gibbs.

Figura 57. Diagramas de caja y bigotes de las muestras a posteriori de los efectos aleatorios

b™ (Algoritmo Metropolis — Hastings dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).
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En la Figura 58 y la Figura 59, se observan los histogramas, diagrama de traza y
diagramas de autocorrelacion de los pardametros a, y &,, respectivamente. La linea negra
indica la media a posteriori de las muestras obtenidas del Algoritmo Metropolis — Hastings
dentro de un esquema de muestreo de Gibbs y la linea roja indica el valor verdadero del

parametro.



113

Figura 58. Histograma, diagrama de traza y diagrama de autocorrelacion del parametro a,

(Algoritmo Metropolis — Hastings dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).
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Figura 59. Historgrama, diagrama de traza y diagrama de autocorrelacion del parametro &,

(Algoritmo Metropolis — Hastings dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).
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En la Tabla 22, se muestran las estimaciones de los parametros comunes 6 obtenidas
del Algoritmo Metropolis — Hastings dentro de un esquema de muestreo de Gibbs. Como
parte del resumen estadistico se contempla el IACT (integrated autocorrelation time), que
corresponde al area bajo la curva del diagrama de autocorrelacion. Si el valor bajo de IACT,

entonces la correlacion entre las muestras a posteriori es baja.

Tabla 22. Resumen estadistico de los parametros comunes 8 (Algoritmo Metropolis —

Hastings dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).

aq a; Bi1 B12 B21 B22 01 () $1 &2

Valor

verdadero

Media 1.86 1.30 1.26 1.13 1.22 1.37 0.24 0.17 0.04 0.51

Desviacion
0.05 0.10 0.06 0.05 0.06 0.10 0.01 0.01 0.01 0.01
estandar

IACT 152.24 16891 165.80 151.18 171.14 182.42 168.32 158.73 165.27 173.20

En la Tabla 23, se muestran las tasas de aceptacion de los hiperpardmetros i =

(Vz(,z)"’z(,i)) para [,k = 1,2 obtenidas del Algoritmo Metropolis — Hastings dentro de un

esquema de muestreo de Gibbs.

Tabla 23. Tasa de aceptacion de los hiperparametros ¥ (Algoritmo Metropolis — Hastings

dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).

V11 V12 V21 V22
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41.52% 58.92% 60.36% 63.12%

En la Figura 60, se observan los diagramas de caja y bigotes de los hiperparametros
Y= (Vz(,z)"’z(,lzi)) para [,k = 1,2, obtenidos del Algoritmo Metropolis — Hastings dentro de
un esquema de muestreo de Gibbs.

Figura 60. Diagramas de caja y bigotes de las muestras a posteriori de los hiperparametros

Y (Algoritmo Metropolis — Hastings dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).
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En la Tabla 24, se reportan las estimaciones de los hiperparametros ¢ = (vff{‘), vl(ﬁ))

para [,k = 1,2 del Algoritmo Metropolis — Hastings dentro de un esquema de muestreo de

Gibbs.

Tabla 24. Resumen estadistico de los hiperparametros ¥ (Algoritmo Metropolis — Hastings

dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).

Valor
Vi1 = 25 Vi2 = 100 Vo1 = 100 Voo = 45
verdadero
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Ga(vl,k, vl,k)

() ..(B) () B (o) ®B) (o) ®B) (o) ®B)
Ga(vy,vyy) vy Vi1 V12 Vi2 V21 Va1 [ZY) Ly

Media 27.89 2847 6885 67.00 81.62 78.61 113.99 109.36

Desviacién
1498 15.53 2199 21.43 18.69 18.21 53.02 51.59
estandar

5.1.4.2 Algoritmo Metropolis — Hastings correlacionado dentro de un esquema de

muestreo de Gibbs

En esta seccion se resumen los resultados a posteriori del algoritmo Metropolis —
Hastings correlacionado (p = 0.999) dentro de un esquema de muestreo de Gibbs. El
esquema de muestreo de Gibbs empled tres bloques de actualizacion: efectos aleatorios,
parametros comunes e hiperpardmetros. Se utiliz6 un esquema de discretizacion Euler —
Maruyama con un numero de discretizaciéon D = 20 para simular las trayectorias de la EDE,
y un filtro de particulas con N = 20 particulas para estimar la verosimilitud de M =5
unidades experimentales. El algoritmo fue ejecutado con I = 5000 iteraciones, donde las
primeras B = 2500 iteraciones son del periodo de quemado. Después de ejecutar el
algoritmo se obtuvo una tasa de aceptacion de los parametros comunes de 18.28% y un

tiempo de ejecucion de 65.03 minutos.

En la Tabla 25, se muestran las tasas de aceptacion de los efectos aleatorios h(™
param = 1,...,5 obtenidas del Algoritmo Metropolis — Hastings correlacionado dentro de

un esquema de muestreo de Gibbs.
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Tabla 25. Tasa de aceptacion de los efectos aleatorios b™ (Algoritmo Metropolis —

Hastings correlacionado dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).

m=1 m =2 m=3 m=4 m=>5

72.00% 68.44% 57.52% 71.16% 71.04%

En la Figura 61, se muestran los diagramas de caja y bigotes de las muestras a
posteriori de los efectos aleatorios del modelo (b, %", 6™, b2V para m = 1,...,5
obtenidas del Algoritmo Metropolis — Hastings correlacionado dentro de un esquema de

muestreo de Gibbs.

Figura 61. Diagramas de caja y bigotes de las muestras a posteriori de los efectos aleatorios

b™ (Algoritmo Metropolis — Hastings correlacionado dentro de un esquema de muestreo

de Gibbs).
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En la Figura 62 y Figura 63, se observan los histogramas, diagrama de traza y
diagramas de autocorrelacion de los parametros a, y &,, respectivamente. La linea negra

indica la media a posteriori de las muestras obtenidas del Algoritmo Metropolis — Hastings
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correlacionado dentro de un esquema de muestreo de Gibbs y la linea roja indica el valor

verdadero del pardmetro.

Figura 62. Historgrama, diagrama de traza y diagrama de autocorrelacion del parametro a,

(Algoritmo Metropolis — Hastings correlacionado dentro de un esquema de muestreo de
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Figura 63. Historgrama, diagrama de traza y diagrama de autocorrelacion del parametro &,
(Algoritmo Metropolis — Hastings correlacionado dentro de un esquema de muestreo de

Gibbs).
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En la Tabla 26, se muestran las estimaciones de los parametros comunes 6 obtenidas
del Algoritmo Metropolis — Hastings correlacionado dentro de un esquema de muestreo de

Gibbs.

Tabla 26. Resumen estadistico de los parametros comunes 8 (Algoritmo Metropolis —

Hastings correlacionado dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).

aq a; Bi1 B2 B21 B22 g1 g é1 &2

Valor

verdadero

Media 2.52 1.24 1.50 0.97 1.13 1.49 0.17 0.26 0.05 0.60




120

Desviacion
0.21 0.25 0.52 0.28 0.11 0.17 0.03 0.03 0.01 0.02
estandar

IACT 173.07 180.45 190.90 182.64 170.53 156.67 180.25 171.37 13831 153.01

En la Tabla 27, se muestran las tasas de aceptacion de los hiperpardmetros i =

(Vz(,i)'vz(,[zi)) par [,k = 1,2 obtenidas del Algoritmo Metropolis — Hastings correlacionado

dentro de un esquema de muestreo de Gibbs

Tabla 27. Tasa de aceptacidn de los hiperparametros ¥ (Algoritmo Metropolis — Hastings

correlacionado dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).

V11 Vi2 V21 V22

50.12% 73.60% 74.52% 56.48%

En la Figura 64, se observan los diagramas de caja y bigotes de los hiperparametros

lpz(vfi),vl(ﬁ)) para [,k = 1,2, obtenidos del Algoritmo Metropolis — Hastings

correlacionado dentro de un esquema de muestreo de Gibbs.
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Figura 64. Diagramas de caja y bigotes de las muestras a posteriori de los hiperparametros
P (Algoritmo Metropolis — Hastings correlacionado dentro de un esquema de muestreo de

Gibbs).
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En la Tabla 28, se reportan las estimaciones de los hiperparametros v = (vf‘,?, vl(,ﬁ))

para [,k = 1,2 del Algoritmo Metropolis — Hastings correlacionado dentro de un esquema

de muestreo de Gibbs.

Tabla 28. Resumen estadistico de los hiperparametros ¥ (Algoritmo Metropolis — Hastings

correlacionado dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).

Valor
verdadero Vi1 = 25 Vi2 = 100 Vo1 = 100 Voo = 45
Ga(Vl’k, vl,k)
() . (B) (o) B () B (o) ® (o) B
Ga(vl,k ' Vik ) vy Vi1 Vi Vi2 V21 Va1 V22 Va2

Media 43.55 44.72 20098 194.92 228.25 225.50 65.47 58.42
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Desviacién
17.47 18.12 72.58 71.88 47.95 48.61 22.88 19.71
estandar

5.1.4.3 Algoritmo MALA dentro de un esquema de muestreo de Gibbs

En esta seccidn se resumen los resultados a posteriori del algoritmo MALA dentro
de un esquema de muestreo de Gibbs. El algoritmo MALA utilizé el parametro € = 0.25.
El esquema de muestreo de Gibbs emple6 tres blogues de actualizacion: efectos aleatorios,
parametros comunes e hiperpardmetros. Se utilizd un esquema de discretizacion Euler —
Maruyama con un numero de discretizacion D = 20 para simular las trayectorias de la EDE,
y un filtro de particulas con N = 20 particulas para estimar la verosimilitud de M =5
unidades experimentales. El algoritmo fue ejecutado con I = 5000 iteraciones, donde las
primeras B = 2500 iteraciones son del periodo de quemado. Después de ejecutar el
algoritmo se obtuvo una tasa de aceptacién de los parametros comunes de 0.4% Yy un tiempo

de ejecucion de 71.20 minutos.

En la Tabla 29, se muestran las tasas de aceptacion de los efectos aleatorios h(™
para m = 1, ...,5 obtenidas del Algoritmo MALA dentro de un esquema de muestreo de

Gibbs.

Tabla 29. Tasa de aceptacion de los efectos aleatorios b™™ (Algoritmo MALA dentro de

un esquema de muestreo de Gibbs).

56.32% 60.20% 58.04% 57.96% 59.60%
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En la Figura 65, se muestran los diagramas de caja y bigotes de las muestras a
posteriori de los efectos aleatorios del modelo (b\™, b, b{™, b2V para m = 1,...,5

obtenidas del Algoritmo MALA dentro de un esquema de muestreo de Gibbs.

Figura 65. Diagramas de caja y bigotes de las muestras a posteriori de los efectos aleatorios

b™ (Algoritmo MALA dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).

En la Figura 66 y Figura 67Figura 63, se observan los histogramas, diagrama de traza
y diagramas de autocorrelacion de los parametros a, y &,, respectivamente. La linea negra
indica la media a posteriori de las muestras obtenidas del Algoritmo MALA dentro de un

esquema de muestreo de Gibbs y la linea roja indica el valor verdadero del parametro.
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Figura 66. Historgrama, diagrama de traza y diagrama de autocorrelacion del parametro a,

(Algoritmo MALA dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).
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Figura 67. Historgrama, diagrama de traza y diagrama de autocorrelacion del parametro &,

(Algoritmo MALA dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).
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En la Tabla 30, se muestran las estimaciones de los parametros comunes 6 obtenidas

del Algoritmo MALA dentro de un esquema de muestreo de Gibbs.
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Tabla 30. Resumen estadistico de los parametros comunes @ (Algoritmo MALA dentro de

un esquema de muestreo de Gibbs).

aq az B11 B12 B21 B22 01 02 $1 $2
Valor
3 2.5 1.8 2 1 1.5 0.3 0.5 0.1 0.5
verdadero
Media 1.89 2.11 1.40 1.71 0.83 1.66 0.23 0.13 0.04 0.48
Desviacion
0.005 0.01 0.03 0.04 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01
estandar

IACT 11492 171.28 188.45 196.00 187.85 187.70 178.49 101.62 179.15 168.13

En la Tabla 31, se muestran las tasas de aceptacion de los hiperpardmetros i =
(vl(,i),vl(f,i)) para I,k = 1,2 obtenidas del Algoritmo MALA dentro de un esquema de
muestreo de Gibbs

Tabla 31. Tasa de aceptacion de los hiperpardametros ¥ (Algoritmo MALA dentro de un

esquema de muestreo de Gibbs).

V11 V12 V21 V22

91.36% 93.76% 93.48% 87.24%

En la Figura 68, se observan los diagramas de caja y bigotes de los hiperparametros

Y = (Vz(,z)»"z(,i)) paral,k = 1,2, obtenidos del Algoritmo MALA dentro de un esquema de

muestreo de Gibbs.
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Figura 68. Diagramas de caja y bigotes de las muestras a posteriori de los hiperparametros

P (Algoritmo MALA dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).
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En la Tabla 32, se reportan las estimaciones de los hiperparametros ¢ = (vf‘,?, Vz(,g))

para [, k = 1,2 del Algoritmo MALA dentro de un esquema de muestreo de Gibbs.

Tabla 32. Diagramas de caja y bigotes de las muestras a posteriori de los hiperparametros

P (Algoritmo MALA dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).

Valor
verdadero Vi1 = 25 Vi2 = 100 Vo1 = 100 Voo = 45
Ga(vl,k, vl,k)
() ., (B (@) B (o) ®B) () ®B) (o) ®B)
Ga(vl,k " Vik ) vy Vi1 V12 Vi2 V21 Va1 (oY) Va2

Media 36.01 3930 95.07 98.27 104.64 101.10 23.56 21.21

Desviacién
8.84 10.06 8.28 9.21 10.53 10.51 6.67 6.13
estandar
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5.1.4.4 Algoritmo MALA correlacionado dentro de un esquema de muestreo de Gibbs

En esta seccion se resumen los resultados a posteriori del algoritmo MALA
correlacionado (p = 0.999) dentro de un esquema de muestreo de Gibbs. El algoritmo
MALA utilizo el parametro e = 0.5. El esquema de muestreo de Gibbs empled tres bloques
de actualizacion: efectos aleatorios, parametros comunes e hiperparametros. Se utilizé un
esquema de discretizacion Euler — Maruyama con un nimero de discretizacion D = 20 para
simular las trayectorias de la EDE, y un filtro de particulas con N = 20 particulas para
estimar la verosimilitud de M = 5 unidades experimentales. El algoritmo fue ejecutado con
I = 5000 iteraciones, donde las primeras B = 2500 iteraciones son del periodo de
guemado. Después de ejecutar el algoritmo se obtuvo una tasa de aceptacion de los

pardmetros comunes de 16.52% y un tiempo de ejecucion de 60.44 minutos.

En la Tabla 33, se muestran las tasas de aceptacion de los efectos aleatorios h(™
param = 1, ...,5 obtenidas del Algoritmo MALA correlacionado dentro de un esquema de

muestreo de Gibbs.

Tabla 33. Tasa de aceptacion de los efectos aleatorios ™ (Algoritmo MALA

correlacionado dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).

m=1 m =2 m=3 m=4 m=>5

56.32% 60.20% 58.04% 57.96% 59.60%

En la Figura 69, se muestran los diagramas de caja y bigotes de las muestras a

posteriori de los efectos aleatorios del modelo (b, b, b™, b2V para m = 1,...,5

obtenidas del Algoritmo MALA correlacionado dentro de un esquema de muestreo de

Gibbs.
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Figura 69. Diagramas de caja y bigotes de las muestras a posteriori de los efectos aleatorios

b™ (Algoritmo MALA correlacionado dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).
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En la Figura 70 y Figura 71, se observan los histogramas, diagrama de traza y
diagramas de autocorrelacion de los parametros a, y &,, respectivamente. La linea negra
indica la media a posteriori de las muestras obtenidas del Algoritmo MALA correlacionado
dentro de un esquema de muestreo de Gibbs y la linea roja indica el valor verdadero del

parametro.
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Figura 70. Historgrama, diagrama de traza y diagrama de autocorrelacion del parametro a,

(Algoritmo MALA correlacionado dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).
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Figura 71. Historgrama, diagrama de traza y diagrama de autocorrelacion del parametro &,

(Algoritmo MALA correlacionado dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).
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En la Tabla 34, se muestran las estimaciones de los parametros comunes 6 obtenidas

del Algoritmo MALA correlacionado dentro de un esquema de muestreo de Gibbs.
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Tabla 34. Resumen estadistico de los pardmetros comunes 6 (Algoritmo MALA

correlacionado dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).

ay a; B11 B12 B21 B22 01 ()] é1 &2
Valor
3 2.5 1.8 2 1 1.5 0.3 0.5 0.1 0.5
verdadero
Media 1.45 1.23 1.21 0.85 1.38 1.05 0.06 0.12 0.08 0.59
Desviacion
0.16 0.17 0.10 0.18 0.07 0.12 0.04 0.09 0.02 0.08
estandar
IACT 151.38 161.60 11240 163.03 128.85 157.05 102.51 169.10 96.31 155.24

En la Tabla 35, se muestran las tasas de aceptacion de los hiperpardmetros i =
(vl(,i),vl(f,i)) para I,k = 1,2 obtenidas del Algoritmo MALA correlacionado dentro de un
esquema de muestreo de Gibbs

Tabla 35. Tasa de aceptacion de los hiperparametros ¥ (Algoritmo MALA correlacionado

dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).

V11 V12 V21 V22

89.96% 94.20% 91.72% 87.08%

En la Figura 72, se observan los diagramas de caja y bigotes de los hiperparametros

(a) B

Vi YV para Lk = 1,2, obtenidos del Algoritmo MALA correlacionado dentro de un

esquema de muestreo de Gibbs
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Figura 72. Diagramas de caja y bigotes de las muestras a posteriori de los hiperparametros

P (Algoritmo MALA correlacionado dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).
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En la Tabla 36, se reportan las estimaciones de los hiperparametros v = (vf‘,?, Vz(,g))

para [, k = 1,2 del Algoritmo MALA correlacionado dentro de un esquema de muestreo de

Gibbs.

Tabla 36. Resumen estadistico de los hiperparametros ¥ (Algoritmo MALA correlacionado

dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).

Valor
verdadero Vi1 = 25 Vi = 100 Vo1 = 100 Voo = 45
Ga(vye vix)
() ., (B (o) B (o) ®B (o) B () 3]
Ga(vl,k " Vik ) v Vi1 V12 Vi2 V21 Va1 (oY) Va2

Media 33.65 34.24 106.53 147.13 7179 77.58 32.15 37.46

Desviacion
7.99 7.78 15.33 19.56 6.38 6.66 10.36 12.47
estandar
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5.1.4.5 Algoritmo Hamiltoniano dentro de un esquema de muestreo de Gibbs

En esta seccion se resumen los resultados a posteriori del algoritmo Hamiltoniano
dentro de un esquema de muestreo de Gibbs. El algoritmo Hamiltoniano utiliz6 un tamafio
de paso € = 1/10 y un nimero de paso L = 10. El esquema de muestreo de Gibbs empled
tres bloques de actualizacion: efectos aleatorios, parametros comunes e hiperparametros. Se
utilizé un esquema de discretizacion Euler — Maruyama con un namero de discretizacion
D = 20 para simular las trayectorias de la EDE, y un filtro de particulas con N = 20
particulas para estimar la verosimilitud de M = 5 unidades experimentales. El algoritmo fue
ejecutado con I = 5000 iteraciones, donde las primeras B = 2500 iteraciones son del
periodo de quemado. Después de ejecutar el algoritmo se obtuvo una tasa de aceptacion de

los pardmetros comunes de 14.72% y un tiempo de ejecucion de 68.87 minutos.

En la Tabla 37, se muestran las tasas de aceptacion de los efectos aleatorios h(™
param = 1, ...,5 obtenidas del Algoritmo Hamiltoniano dentro de un esquema de muestreo

de Gibbs.

Tabla 37. Tasa de aceptacion de los efectos aleatorios b™ (Algoritmo Hamiltoniano dentro

de un esquema de muestreo de Gibbs).

m=1 m=2 m=23 m=4 m=>5

56.32% 60.20% 58.04% 57.96% 59.60%

En la Figura 73, se muestran los diagramas de caja y bigotes de las muestras a

posteriori de los efectos aleatorios del modelo (b7, b%Y, b™, b para m = 1, ...,5

obtenidas del Algoritmo Hamiltoniano dentro de un esquema de muestreo de Gibbs.
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Figura 73. Diagramas de caja y bigotes de las muestras a posteriori de los efectos aleatorios

b™ (Algoritmo Hamiltoniano dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).
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En la Figura 74 y Figura 75, se observan los histogramas, diagrama de traza y
diagramas de autocorrelacion de los parametros a, y &,, respectivamente. La linea negra
indica la media a posteriori de las muestras obtenidas del Algoritmo Hamiltoniano dentro

de un esquema de muestreo de Gibbs y la linea roja indica el valor verdadero del parametro.
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Figura 74. Historgrama, diagrama de traza y diagrama de autocorrelacion del parametro a,

(Algoritmo Hamiltoniano dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).
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Figura 75. Historgrama, diagrama de traza y diagrama de autocorrelacion del parametro &,

(Algoritmo Hamiltoniano dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).
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En la Tabla 38, se muestran las estimaciones de los parametros comunes 6 obtenidas

del Algoritmo Hamiltoniano dentro de un esquema de muestreo de Gibbs.

Tabla 38. Resumen estadistico de los parametros comunes @ (Algoritmo Hamiltoniano

dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).

ay a B11 B12 B21 B22 01 (] é1 &2
Valor
3 2.5 1.8 2 1 1.5 0.3 0.5 0.1 0.5
verdadero
Media 3.55 1.96 3.18 1.62 0.96 1.78 0.13 0.27 0.08 0.51
Desviacion
0.25 0.26 0.27 0.12 0.06 0.11 0.04 0.02 0.02 0.03
estandar

IACT 186.75 15590 160.20 137.50 115.52 106.45 179.82 153.06 148.52 135.25

En la Tabla 39, se muestran las tasas de aceptacion de los hiperpardmetros i =
(Vz(,z)"/z(,ﬁ)) para [,k = 1,2 obtenidas del Algoritmo Hamiltoniano dentro de un esquema de
muestreo de Gibbs

Tabla 39. Tasa de aceptacion de los hiperparametros ¥ (Algoritmo Hamiltoniano dentro de

un esquema de muestreo de Gibbs).

V11 V12 V21 V22

73.44% 77.88% 68.88% 78.60%
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En la Figura 76, se observan los diagramas de caja y bigotes de los hiperpardmetros
_ (., (@ (B _ ; ; : :
Y = (Vz,k 'Vl,k) para [,k = 1,2, obtenidos del Algoritmo Hamiltoniano dentro de un
esquema de muestreo de Gibbs

Figura 76. Diagramas de caja y bigotes de las muestras a posteriori de los hiperparametros

P (Algoritmo Hamiltoniano dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).

B (] B .
g I I
I 4
-
5} H H . i
1 z 1
| ——

k]

ap & B

0
e

En la Tabla 40, se reportan las estimaciones de los hiperparametros ¢ = (vff{‘), vl(ﬁ))

para [, k = 1,2 del Algoritmo Hamiltoniano dentro de un esquema de muestreo de Gibbs.

Tabla 40. Resumen estadistico de los hiperpardmetros ¥ (Algoritmo Hamiltoniano dentro

de un esquema de muestreo de Gibbs).

Valor
verdadero Vi1 = 25 Vi2 = 100 Vo1 = 100 Voo = 45
Ga(Vl’k, vl,k)
() ., (B (o) B (o) ®B) (a) ®B) (o) ®B)
Ga(vl,k ' Vik ) vy Vi1 V12 Vi2 V21 Va1 (oY) Va2
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Media 35,50 41.79 5889 74.74 32.79 33.84 88.01 74.78

Desviacion
8.80 9.76 16.05 19.20 8.25 9.01 16.85 13.95
estandar

5.1.4.6 Algoritmo Hamiltoniano correlacionado dentro de un esquema de muestreo de

Gibbs

En esta seccion se resumen los resultados a posteriori del algoritmo Hamiltoniano
correlacionado (p = 0.999) dentro de un esquema de muestreo de Gibbs. El algoritmo
Hamiltoniano utilizé un tamafio de paso e = 1/10 y un nimero de paso L = 10. El esquema
de muestreo de Gibbs empled tres bloques de actualizacion: efectos aleatorios, pardmetros
comunes e hiperparametros. Se utilizé un esquema de discretizacion Euler — Maruyama con
un namero de discretizacion D = 20 para simular las trayectorias de la EDE, y un filtro de
particulas con N = 20 particulas para estimar la verosimilitud de M =5 unidades
experimentales. El algoritmo fue ejecutado con I = 5000 iteraciones, donde las primeras
B = 2500 iteraciones son del periodo de quemado. Después de ejecutar el algoritmo se
obtuvo una tasa de aceptacion de los pardmetros comunes de 25.56% Yy un tiempo de

ejecucion de 65.57 minutos.

En la Tabla 41, se muestran las tasas de aceptacion de los efectos aleatorios h(™
para m = 1,...,5 obtenidas del Algoritmo Hamiltoniano correlacionado dentro de un

esquema de muestreo de Gibbs.



138

Tabla 41. Tasa de aceptacion de los efectos aleatorios b™ (Algoritmo Hamiltoniano

correlacionado dentro de un esquema de Muestreo de Gibbs).

m=1 m =2 m=3 m=4 m=>5

75.96% 81.12% 80.20% 70.76% 76.68%

En la Figura 77, se muestran los diagramas de caja y bigotes de las muestras a
posteriori de los efectos aleatorios del modelo (b, %", 6™, b2V para m = 1,...,5
obtenidas del Algoritmo Hamiltoniano correlacionado dentro de un esquema de muestreo

de Gibbs.

Figura 77. Diagramas de caja y bigotes de las muestras a posteriori de los efectos aleatorios

b™ (Algoritmo Hamiltoniano correlacionado dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).
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En la Figura 78 y Figura 79, se observan los histogramas, diagrama de traza y
diagramas de autocorrelacion de los parametros a, y &,, respectivamente. La linea negra
indica la media a posteriori de las muestras obtenidas del Algoritmo Hamiltoniano
correlacionado dentro de un esquema de muestreo de Gibbs y la linea roja indica el valor

verdadero del parametro.
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Figura 78. Historgrama, diagrama de traza y diagrama de autocorrelacion del parametro a,

(Algoritmo Hamiltoniano correlacionado dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).
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Figura 79. Historgrama, diagrama de traza y diagrama de autocorrelacion del parametro &,

(Algoritmo Hamiltoniano correlacionado dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).
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En la Tabla 42, se muestran las estimaciones de los parametros comunes 6 obtenidas

del Algoritmo Hamiltoniano correlacionado dentro de un esquema de muestreo de Gibbs.
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Tabla 42. Resumen estadistico de los parametros comunes @ (Algoritmo Hamiltoniano

correlacionado dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).

ay a; B11 B12 B21 B22 01 0 $1 &2

Valor

verdadero

Media 1.81 1.13 1.27 1.14 1.09 1.54 0.16 0.10 0.05 0.56

Desviacion
0.20 0.19 0.25 0.16 0.08 0.08 0.03 0.05 0.02 0.04
estandar

IACT 155.88 152.62 183.90 125.70 111.65 71.42 168.78 182.71 137.33 180.15

En la Tabla 43, se muestran las tasas de aceptacion de los hiperpardmetros i =
(vl(,i),vl(f,i)) para [,k = 1,2 obtenidas del Algoritmo Hamiltoniano correlacionado dentro de
un esquema de muestreo de Gibbs.

Tabla 43. Tasa de aceptacion de los hiperparametros ¥ (Algoritmo Hamiltoniano

correlacionado dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).

V11 V12 V21 V22

69.52% 80.44% 82.72% 66.92%

En la Figura 80, se observan los diagramas de caja y bigotes de los hiperparametros

Y = (Vz(,z)»"z(,i)) para [,k = 1,2, obtenidos del Algoritmo Hamiltoniano correlacionado

dentro de un esquema de muestreo de Gibbs
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Figura 80. Diagramas de caja y bigotes de las muestras a posteriori de los hiperparametros

P (Algoritmo Hamiltoniano correlacionado dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).
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En la Tabla 44, se reportan las estimaciones de los hiperparametros v = (vf‘,?, Vz(,g))

para [,k = 1,2 del Algoritmo Hamiltoniano correlacionado dentro de un esquema de

muestreo de Gibbs.

Tabla 44. Resumen estadistico de los hiperparametros 3 (Algoritmo Hamiltoniano

correlacionado dentro de un esquema de muestreo de Gibbs).

Valor
verdadero Vi1 = 25 Vi2 = 100 Vo1 = 100 Voo = 45
Ga(vl,k, vl,k)
() ., (B (@) ®B) (o) ®B) (o) ®B) (o) B
Ga(vl,k Vg ) v Vi1 V12 Vi2 V21 Va1 (oY) Va2

Media 31.37 33.88 101.38 100.60 94.99 100.99 27.00 30.01

Desviacion
12.64 13.26 15.39 14.15 13.71 14.27 16.04 17.14
estandar
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En la Tabla 45, se muestra el desempefio de los algoritmos Metropolis — Hastings,
MALA, Hamiltoniano y sus respectivas versiones correlacionadas. Los indicadores de
desempefio son tiempo de ejecucion (segundos), tamafio de muestra efectivo (ESS: effective
sample size) promedio, tasa de tamafio de muestra efectivo (ESS/s), tasa de aceptacion de
los pardmetros y promedio de IACT de los pardmetros comunes. Se observa que los métodos
pseudo — marginales correlacionados presentan una mayor tasa de tamafio de muestra
efectivo, lo que indica que las muestras a posteriori presentan una baja correlacion y un
tiempo de ejecucion menor con respecto a los métodos pseudo — marginales no
correlacionados. Ademas, se tiene que el método Hamiltoniano correlacionado presentan la
mayor tasa de aceptacion de los pardmetros comunes 8. Finalmente, se muestra que los
métodos Hamiltoniano (correlacionado y no correlacionado) presentan un bajo promedio de
IACT de los parametros 6, indicando que estos métodos producen muestras a posteriori de

los pardmetros 6 con baja correlacion.

Tabla 45. Indicadores de desempefio de los algoritmos Metropolis — Hastings dentro de un

esquema de muestreo de Gibbs.

Tamarfio Tasa de Promedio
Tasa de
Tiempo de aceptacion IACT
tamano de
de muestra de 0

muestra

gjecucion  efectivo _ parametros
efectivo

(segundo) promedio 0

(ESS/segundo)

(ESS) (%)
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MH — Gibbs 4191.00 5.10 0.0012 2.40 165.72
MH - Gibbs
3901.66 492 0.0013 18.29 169.72
correlacionado
MALA — Gibbs 4271.93 5.58 0.0013 0.40 167.36
MALA - Gibbs
3806.18 14.18 0.0037 16.52 139.75
correlacionado
Hamiltoniano —
4131.88 10.70 0.0026 14.73 147.90
Gibbs
Hamitoniano —
Gibbs 3934.39 10.19 0.0026 25.57 147.01

correlacionado
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6 CONCLUSIONES

En esta tesis se usaron métodos pseudo — marginales para estimar los parametros
(mediante el agoritmo Metropolis — Hastings) y estados (mediante el filtro de particulas)
desconocidos de una EDE que modelaba el crecimiento del &rbol de naranja (Caso
unidimensional con datos reales). En este primer caso, se usaron los siguientes métodos
pseudo — marginales: Aumento Individual (Al), MALA y Hamiltoniano, cada uno de estos
métodos fue implementado con un esquema de discretizacion para simular las trayectorias
de la EDE, estos esquemas fueron el método Euler — Maruyama (EM), Puente de difusion
modificado (PDM) y Puente de difusion residual (PDR). Se observo que los métodos MALA
y Hamiltoniano con los esquemas de discretizaciéon EM y PDM tuvieron un buen desempefio
en la estimacion de los parametros y estados desconocidos, ya que alcanzaron las mayores
tasas de aceptacion de los efectos comunes b, pardmetros comunes 6 e hiperparametros
1 en comparacion a los deméas métodos pseudo — marginales. Adicionalmente, las muestras
a posteriori del método Hamiltoniano con el esquema de Puente de difusién modificado
presentaron menor correlacion a comparacién de los demas métodos pseudo — marginales

con los diferentes esquemas de discretizacion.

También se usaron métodos pseudo — marginales (Metropolis — Hastings, MALA,
Hamiltoniano) correlacionados y no correlacionados con el esquema de discretizacion Euler
— Maruyama para estimar los parametros desconocidos de un proceso bidimensional
Ornstein — Uhlenbeck. Se observo que los métodos correlacionados tuvieron un menor
tiempo de ejecucion a comparacion de los métodos no correlacionados. También se obtuvo
que las muestras a posteriori de los métodos MALA y Hamiltoniano presentaron una menor

correlacion con respecto al método Metropolis — Hastings.
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